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AVERTISSEMENT. 




Établir méthodiquement la nomenclature des nombres e 
la manière de les écrire en chiffres, chercher dans leur mode 
de représentation, et dans la nature des opérations auxquel- 
les ils peuvent donner lieu, des procédés propres à conduire 
aux résultats de ces opérations; considérer ensuite les nom- 
bres d'une manière générale et indépendante de tout système 
de numération j pénétrer, pour ainsi dire, dans leur intérieur, 
pour y découvrir les propriétés relatives à leur composition 
et à leur décomposition; déduire de ces propriétés, soit de 
nouveaux procédés, soit des modifications et des moyens de 
simplifier les procédés déjà connus ; poser enfin , autant que 
possible, des règles fixes pour résoudre toute espèce de ques- 
tions, en faisant ressortir les rapports qu'ont entre elles les 
différentes quantités qui font partie des énoncés : tel est le 
plan que je me suis tracé en composant un Traité d'Arith- 
métique. 

J'ai divisé cet Ouvrage en deux parties, et chacune de ces 
parties en quatre chapitres. 

La premiers partie a principalement pour 6bjet le déve- 
loppement des quatre règles fondamentales : l'addition, la 
soustraction, la multiplication et la division. Ainsi, le premier 

IRITUMÉTIQie. 1 



vj AVERTISSEMENT. 

chapitre traile des opérations sur les nombres entiers; 1e 
second, des opérations sur les fractions d'une nature quel- 
conque;; le ti oisième et le quatrième, qui ne sont qu'une exten- 
sion du second, traitent des nombres complexes et des fractions 
décimâtes auxquelles se lie naturellement le système des nou- 
veaux poids et mesures. 

La tvcsmm pahtœ renferme surtout des théories dont 
les «h' mon H rations exigent l'emploi de nouveaux signes, 
pour représenter les nombres et les opérations qu'on peut 
avoir à exécuter sur eux. Ainsi, après avoir, dans une in- 
troduction, indiqué Tusage de ces signes et la manière d'o- 
pérer sur les nombres exprimés par des lettres, je développe 
la théorie les différents systèmes de numération, les proprié- 
tés qui ont rapport à la divisibilité des nombres, à leur com- 
position, à leur décomposition en facteurs. Revenant alors 
sur U» objets traités dans les premiers chapitres, je déduis 
de zit propriétés, des modifications dans le procédé de la 
réduction des fractions au même dénominateur et dans celui 
du pins tfrand commun diviseur entre deux ou plusieurs 
nombres; je /àis connaître la théorie des fractions décimales 
périodiques et les propriétés principales des fractions conti- 
nues. Ce.', différents objets composent le cinquième chapitre. 

h«i principes établis dans l'introduction à la seconde partie 
me permeftent d<î développer, dans le sixième chapitre, les 
procédés de l'extraction de la racine carrée et de la racine 
cubique des nombres ; opérations dont -la connaissance est 
indispensable lorsqu'on veut passer de l'Arithmétique à la 
Géométrie. 

Le septième chapitre traite des rapports et des proportions, 
de leurs applications aux questions usuelles du commerce 
et de la banque. Je me suis efforcé de donner des idées nettes 
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et précises sur celte partie que l'on doit regarder comme l une 
des plus importantes en Mathématiques. 

Je consacre le huitième et dernier chapitre à l'exposition 
des propriétés principales des progressions et des logarith- 
mes. J'ai traité avec beaucoup de soin et de détail cette 
dernière théorie qui , par ses applications aux opérations 
les plus compliquées, rend de si grands services aux calcu- 
lateurs. 

La considération des logarithmes des fractions , et la né- 
cessité de les exprimer aussi bien que les logarithmes des 
nombres plus grands que l'unité, conduit naturellement aux 
nombres négatifs, et à la manière de les employer dans les cal- 
culs. 

Je termine ce chapitre par un rapprochement entre les di- 
verses opérations , qui donne naissance à un nouveau point 
de vue sous lequel on peut envisager les logarithmes, et qui 
doit faire regarder leur emploi comme une septième opéra- 
tion de l'Arithmétique. 

On peut voir, d'après cette esquisse rapide, que je n'ai rien 
négligé pour faire de mon ouvrage un traité complet. 

Je crois devoir, dans cette édition comme dans les pré- 
cédentes , répondre à une objection qui m'a été faite par 
quelques professeurs : Pourquoi introduire dans tes éléments 
de V Arithmétique des notions qui lui sont étrangères, et qui sont 
plutôt du ressort de l'Mgèbre? Je ferai observer premièrement, 
pour ma justification , que tous les auteurs qui ont voulu , 
comme moi , faire connaître certaines propriétés des nom- 
bres, mais sans employer les signes de l'Algèbre, n'ont pu 
les présenter que d'une manière incomplète et peu méthodi- 
"que; encore même ont-ils été forcés de faire usage des si- 
gnes abrégés des opérations arithmétiques. La marche que 

1. 
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pour déterminer le véritable chiffre du quotient de chaque! 
division partielle, sans qu'on soit obligé d'effectuer d'abord la 
multiplication du diviseur par le chiffre éprouvé; ce qui est 
important surtout quand on opère sur le papier. ' 

J'ai repris également avec soin la théorie des différents 
systèmes de numération, sur l'exposition de laquelle plusieurs 
observations m'avaient été faites. 

Enfin, on trouvera à la fin de l'ouvrage une hôte sur let 
approximations numériques, note que j'avais annoncée dans 
les dernières éditions, et que plusieurs circonstances m'a- 
vaient empêché de rédiger complètement; elle m'est com- 
mune avec M. Vincent , professeur de Mathématiques au 

« 

collège royal de Saint-Louis. 
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PREMIÈRE PARTIE. 



INTRODUCTION- 



i. On appelle grandeur ou quanti! (' tout ce qui est susceptible 
d'augmentation ou de diminution. Par exemple, li ïs lignes ,hx surfa • 
ces, les temps, les poids , sont des grandeure ; do même , toute col • 
lection ou réunion d'objets de même nature , par exemple, d'arbres, 
d'hommes , de maisons , etc. , est une grandeur en tant q»ie cette 
collection est susceptible d'augmentation ou de diminution. On no 
peut se former une idée bien exacte d une grandeur , qo'en la rap • 
portant à une autre grandeur de même espèce ; 3t cette seconde 
grandeur, destinée à servir de terme de < omp; raison à toutes les 
grandeurs de la même espèce, s*app< lie b«té. A'nsi , uuand nous 
disons qu'un mur a vingt mètres de longueur , nous soiomes censés 
avoir acquis déjà l'idée de l'unité de le ngue or ap pe lée mitre , et n» m s 
supposons qu'après avoir porté vingt fois te métro sur la longueur 
du mur, on soit arrivé tout à fait au bout . 

L'unité, en Mathématiques, est dune vue g) ardeur kVu,\e eqàe 
quelconque, prise arbitrairement ou dais la* ature , ; ours* vir de tetvi e 
de comparaison à toutes Us gtxmdeun de Piéme espèce; ifoii il i.uit 
qu'il y a autant d'espèces d'unités que d'espèce* de grandeurs. 

L'unité est arbitraire quand l'espèce de grandeur à laquelle ell* 
appartient peut varier d'une manière continue, c'est &-d«re aug- 
menter ou diminuer d'aussi peu que Ton veut, comme une ligne, 
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un temps, etc. ; au contraire , elle est donnée par la nature même 
de la grandeur , toutes les fois que celle-ci augmente ou diminue 
d'une manière brusque ou discontinue: tels sont les différents genres 
de collections. Ainsi, dans un groupe d'arbres , considéré comme 
quantité, c'est nécessairement l'arbre qui est l'unité. 

On appelle nombre, le résultat de la comparaison d'une grandeur 
quelconque à son unité. 

Un nombre est dit entier, lorsqu'il est l'assemblage de plusieurs 
unités de même espèce. Ainsi, vingt francs, trente livres poids, 
huit, douze, quinze unités d'une espèce quelconque, sont des nom- 
bres entiers. 

(/ne fraction est une partie de l'unité. 

Plus généralement, on appelle nombre fractionnaire, soit une frac- 
tion, telle qu'on vient de la définir, soit l'assemblage de plusieurs 
unités d'une même espèce, avec une fraction ou partie d'unité. 

2. Lorsqu'en énonçant un nombre, on ajoute à la suite de l'énoncé 
le nom qui désigne l'espèce de grandeur dont il s'agit , ce nombre 
s'appelle concret. Ainsi, cinq mètres, quinze heures, six lieues, sont 
des nombres concrets. La première fois que l'on prononce un nom- 
bre, on ne peut y attacher de sens qu'en se représentant une unité 
d'une certaine espèce , à laquelle on compare une autre grandeur 
de la même espèce. Mais peu à peu l'esprit , qui s'accoutume aux 
abstractions, parvient à se peindre une collection de plusieurs objets 
semblables mais quelconques, dont chacun est l'unité. Dans ce cas, 
la collection s'appelle nombre abstrait, parce qu'en l'énonçant on 
fait abstraction de l'espèce d'unité à laquelle on la rapporte. Or, 
c'est sous ce dernier point de vue qu'on doit envisager les nombres, 
dans l'exposition des procédés relatifs aux diverses opérations que 
l'on peut avoir à effectuer sur eux , si l'on veut que ces procédés 
soient établis de manière à pouvoir être appliqués à toutes les ques- 
tions possibles. 

De la Numération. 

3. Les premières recherches sur les nombres ont dû nécessaire- 
ment avoir pour objet de leur donner des noms faciles à retenir ; 
et comme il existe une infinité de nombres, puisqu'un nombre quel- 
conque étant déjà formé , on peut toujours y ajouter une nouvelle 
unité, ce qui donne lieu à un nouveau nombre, qui peut lui-même 
être augmenté d'une unité, il a fallu trouver le moyen d'exprimer 
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tous les nombres avec un système limité de mots combinés entre eux d'une 
manière convenable. Tel est l'objet de la numération parlée. 

Il y a plus : les mots qui composent la nomenclature des nom- 
bres, étant généralement composés de plusieurs sons, et variables 
avec les différentes langues, on a dû inventer, pour les remplacer, 
une écriture abrégée et plus générale , au moyen de laquelle l'es- 
prit put saisir avec facilité et indépendamment de la parole , les 
raisonnements qu'on est obligé de faire pour découvrir les pro- 
priétés des nombres, ou les lois de leurs diverses combinaisons. Tel 
est le but de la numération écrite, laquelle consiste à représenter les 
nombres à Vaide d'un nombre limité de caractères ou chiffres. 

4. Numération parlée. — Quoique la nomenclature des nombres 
entiers soit connue de la plupart des jeunes gens pour lesquels ces 
éléments sont écrits, nous croyons devoir en eiposer une analyse 
succincte, mais raisonnée. 

Les premiers nombres sont : Un (ou l'unité considérée elle-même 
comme un nombre), deux (ou une unité plus une unité), trois (ou 
deux unités plus une unité), quatre, cinq, six, sept, huit, neuf. 

En ajoutant une nouvelle unité au nombre neuf, on forme le 
nombre dix, qu'on regarde comme une nouvelle espèce d'unité ap- 
pelée dizaine ou unité du second ordre, par opposition a l'unité 
primitive que l'on nomme unité simple ou unité du premier ordre. 
On compte par dizaines comme on a compté par unités simples ; 
ainsi l'on dit : une dizaine, deux dizaines, trois dizaines, quatre, 
cinq, six, sept, huit, neuf dizaines ; ou bien, dix, vingt, trente, qua- 
rante, cinquante, soixante, septante, octante, nonante. Aux trois der- 
niers mots, quoique conformes à l'analogie, on a substitué les mots 
soixante-dix, quatre-vingts, quatre-vingt-dix. Ce sont des expressions 
consacrées par l'usage. Entre dix et vingt, il existe neuf autres nom- 
bres, qui sont dix-un, dix-deux, dix-trois, dix-quatre, dix-cinq, dix- 
six, dix-sept, dix-huit, dix-neuf; mais au lieu des six premières déno- 
minations, l'usage a substitué les mots onze, douze, treize, quatorze, 
quinze et seize. 

Entre vingt et trente, il existe aussi neuf nombres qui s'énoncent 
de cette manière: Vingt-un, vingt-deux, vingt-trois, vingt-quatre,... 
vingt-neuf. On peut énoncer ainsi tous les nombres jusqu'à nonante- 
neufoxx quatre-vingt-dix-neuf. 

Ce dernier, augmenté d'un, donne dix dizaines ou le nombre 
cent, qu'on regarde comme une nouvelle unité appelée centaine 
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ou unité du troisième ordre; et Ton compte par centaines comme 
on a compté par dizaines et par unités simples. Ainsi cent, deux 
cents, trois cents, quatre cents,... huit cents, neuf cents, expriment 
des collections d'une centaine, de deux, trois... huit, neuf centaines. 
En plaçant successivement entre les mots cent et deux cents, deux 
cents et trois cents,... huit cents et neuf cents, et à la suite de neuf 
cents, les noms de nombres compris depuis un jusqu'à quatre-vingt- 
dix-neuf, on a formé les noms de tous les nombres depuis cent jus- 
qu'à neuf cent quatre-vingt-dix-neuf (*). 

Nous pouvons remarquer déjà que dans les énoncés de tous ces 
nombres, on n'emploie que les mots génériques, un, deux, trois, 
quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix, vingt, trente, quarante, cin- 
quante, soixante et cent. Nous ne parlons pas des six autres mots , 
onze, douze,... seize, dont on aurait pu se passer à la rigueur. 

En ajoutant un au nombre neuf cent quatre-vingt-dix-neuf, on 
obtient une collection de dix centaines, ou le nombre mille, qui 
forme l'unité de mille, ou l'unité du quatrième ordre. Parvenu à ce 
nombre , on est convenu , pour ne pas trop multiplier les mots, de 
regarder mille comme une nouvelle unité principale devant le nom 
de laquelle on place les noms des neuf cent quatre-vingt-dix-neuf 
premiers nombres. Ainsi l'on dit : un mille, deux mille (**),... neuf 
mille, dix mille, onze mille,... vingt mille, vingt-un mille,... cent 
mille, deux cent mille,... neuf cent quatre-vingt-dix-neuf mille. 

Une dizaine de mille forme d'ailleurs l'unité du cinquième ordre; 
une centaine de mille, l'unité du sixième ordre. 

Plaçant à la suite d'un nombre quelconque de mille , les noms 
de tous les nombres inférieurs à mille, il est clair qu'on peut ainsi 
énoncer tous les nombres jusqu'à neuf cent quatre-vingt-dix-neuf 
mille neuf cent quatre-vingt-dix-neuf. 

Ce dernier nombre, augmenté d'un, donne dix cent mille, ou mdle 
mille, collection à laquelle on a donné le nom de million; de môme 
une collection de mille millions s'appelle billion (ou milliard ) ; une 
collection de mille billions se nomme trillion, et ainsi de suite. On 
compte d'ailleurs par millions, billions, trillions, comme on a 
compté par mille; et il est aisé de voir qu'en joignant aux mots 
génériques indiqués ci-dessus les mots mille, million, billion, tril- 

(*) Tant que le mot cent n'est suivi d'aucun autre nom de nombre, il est décli- 
nable ; dans le cas contraire , il est indéclinable. Il en est de même du mot vingt, 
(") l.c mot mt/feot toujours indéclinable quand il désigne un nombre. 
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lion, quatrillion, quintillion... etc. , on formera la nomenclature 
de tous les nombres entiers imaginables. 
Observons , pour terminer , qu'un million est l'unité du septième 

mire; une dizaine de millions, l'unité du huitième ordre; une cen- 

aine de millions, Vunité du neuvième ordre... etc. 

S. Numération écrite. — Quelque simple que soit la nomencla- 
ture des nombres , on éprouverait beaucoup de peine à combiner 
entre eux, deux ou plusieurs nombres un peu considérables, si l'on 
n'avait des moyens abrégés de les écrire. Or, c'est à quoi l'on peut 
parvenir facilement pour peu qu'on réfléchisse sur cette nomencla- 
ture. En effet, observons que parmi les mots employés pour expri- 
mer les nombres, les uns, tels que un, dix, cent, mille, cent mille, 
million, dix millions, expriment les unités des différente ordres, tan- 
dis que les mots un, deux, trois,... neuf, expriment combien de fois 
chacune de ces sortes d'unités entre dans un nombre. 

Cela posé , si l'on convient d'abord de représenter les neuf pre- 
miers nombres par les caractères ou chiffres 

1, 2, », 4, 5, 6, 7, 8, 9, 
un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, 
toute la difficulté consiste à trouver un moyen de faire exprimer à 
ces chiffres les différents ordres d'unités que le nombre proposé 
renferme. Or, en établissant ce principe, de pure convention , que 
tout chiffre placé à la gauche d'un autre exprime des unités de l'ordre 
immédiatement supérieur à celles de cet autre chiffre , ou en d'autres 
termes, que, lorsque plusieurs chiffres sont écrits les tins à la suite des 
autres, le premier chiffre à droite exprime des unités simples, le chif- 
fre immédiatement à gauche exprime des unités de dizaines ou sim- 
plement des dizaines, le troisième chiffre de droite à gauche exprime 
des centaines, le quatrième des mille, le cinquième des dizaines de 
mille,... il est aisé de voir qu'on pourra, en général , représenter 
tous les nombres à l'aide des caractères précédents. 

Soit , par exemple , à exprimer en chiffres le nombre (rois cent 
soixante-dix-neuf. Ce nombre se compose évidemment de 9 unités , 
plus 7 dizaines , plus S centaines, et peut par conséquent, d'après 
le principe établi ci-dessus , être exprimé par 379. 

De même, le nombre vingt-huit mille deux cent quarante-sept, 
se composant de 7 unités, 4 dizaines, 2 centaines, 8 mille, 
et 2 dizaines de mille, sera représenté par l'ensemble des cinq 
chiffres 282i7. 
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Caractère 0. — Il y a cependant des nombres qu'on ne peut 
écrire en ne faisant usage que dos neuf chiffres précédents. 

Soient à écrire en chiffres les nombres dix, vingt, trente,»,, qua- 
tre-vingts, quatre-vingt-dix; ces nombres ne contenant pas d'uni- 
tés simples , on a dû adopter un chiffre qui n'ait aueune valeur par 
lui-même, mais qui serve à tenir la place des unités de chaque 
ordre qui manque dans l'énoncé du nombre. Ce chiffre est 0 , que 
Ton prononce zéro. A l'aide de ce chiffre, les nombres dix, vingt, 
trente, etc. , s'écrivent ou se représentent par 10 , 20 , 80 , 40, 80, 
00, 70, 80, 90. 

Par la même raison , les nombres cent, deux cents, trois cents,.., 
ne renfermant ni unités simples ni dizaines, s'écrivent par 100, 
200, 800, 400,... 900. 

En général , le zéro est un chiffre qui n'a aucune valeur par lui- 
même, mais que l'on emploie pour tenir lieu des différents ordres 
d'unités qui peuvent manquer dans l'énoncé d'un nombre. 

Les autres chiffres, appelés chiffres significatifs, ont deux espèces 
de valeurs : l'une nommée absolue, qui n'est autre chose que celle 
du chiffre considéré seul ; l'autre , appelée relative, que le chiffre 
acquiert d'après la place qu'il occupe à la gauche d'autres 
chiffres. 

Maintenant , si l'on réfléchit que tout nombre énoncé se compose 
d'unités simples , de dizaines , de centaines, etc. ; que la collection 
des unités de chaque ordre est tout au plus égale à neuf; que, dans 
le cas où le nombre est privé de certains ordres d'unités, on a un 
caractère pour en indiquer la place , on sera convaincu qu'il n'y a 
pas de nombre entier qui ne puisse être exprime à l'aide d'une cer- 
taine combinaison des dix caractères 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0. 

Soit , pour nouvel exemple , le nombre deux cent huit mille dix- 
neuf à écrire en chiffres. 

Ce nombre contient 9 unités simples, 1 dizaine, 8 unités de mille, 
et 2 centaines de mille; mais il n'y a ni centaines simples ni dizaines 
de mille. Il suffira donc d'écrire les chiffres, 9 , 1, 0, 8, 0, 2, à la 
suite les uns des autres , en allant de droite à gauche , et le nom* 
bre sera représenté par 208019. 

Soit encore le nombre trente-six billions cinq cent millions vingt 
mille quatre cent sept. 

L'énoncé de ce nombre comprend 7 unités simples , 0 dizaines, 
4 centaines; 0 imités de mille, 2 dizaines de mille, 0 centaines de 



Digitized by Google 



NUMERATION ÉCRITE. 



17 



mille; 0 unités de millions, 0 dizaines de millions , 5 centaines de 
millions; 6 unités de billions, et S dizaines de billions; donc le nom- 
bre sera représenté par 36500020407. 

Le système de numération qui vient d'être exposé , a reçu la 
dénomination de système décimal , parce qu'il faut , dans ce sys- 
tème , dix unités d'un certain ordre pour former une unité de 
l'ordre supérieur, et par suite, qu'on y emploie dix chiffres pour 
exprimer tous les nombres. Le nombre dix s'appelle la base du 
système. 

6. Faisons maintenant une observation importante : il résulte de 
la nomenclature , que tout nombre écrit en chiffres se divise en 
centaines, dizaines, et unités simples; en centaines, dizaines et 
unités de mille; en centaines , dizaines et unités de millions, etc. ; 
c'est-à-dire en tranches d'unités simples , de mille , millions , bil- 
lions, dont chacune s'exprime par trois chiffres, excepté la dernière, 
qui est celle des unités les plus fortes, et qui peut n'avoir que deux 
chiffres ou même qu'un seul. Lors donc que l'on s'est familiarisé 
avec la manière d'écrire les nombres de trois chiffres, il suffit 
d'écrire successivement les unes à la suite des autres, en allant de 
droite à gauche, la tranche des unités, la tranche des mille, celle 
des millions, celle des billions, etc. 

On peut même commencer par la gauche, c'est-à-dire écrire 
d'abord la tranche des unités les plus fortes, et à sa droite les autres 
tranches par ordre de grandeur des unités. C'est ainsi qu'on doit s'y 
prendre pour écrire en chiffres un nombre dicté en langage ordi- 
naire, et qui n'est pas déjà écrit en toutes lettres ; mais il faut avoir 
bien soin de ne pas omettre les zéros destinés à remplacer les ordres 
d'unités qui manquent ; et il ne peut jamais y avoir d'embarras à 
ce sujet, puisqu'on sait que chaque tranche, excepté la première à 
gauche, doit toujours renfermer trois chiffres. 

Soit , pour dernier exemple , à écrire le nombre quatre cent six 
billions vingt-huit millions deux cent cinquante mille quarante-huit. 

Écrivez à la droite les unes des autres la tranche des billions, la 
tranche des millions, la tranche des mille, enfin celle des unités 
simples; vous aurez 406,028,250,048. 

7. C'est sur l'observation précédente qu'est fondé le moyen de 
traduire en langage ordinaire un nombre quelconque écrit en 
chiffres : 

Après avoir séparé le nombre en tranches de trois chiffres chacune , 
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à commencer par la droite, énoncez successivement chacune des tran- 
ches, en partant de la premièiv tranche à gauche, et ayant soin de don- 
ner à chaque tranche le nom qui lui convient. 

Soit, pour exemple, le nombre 70345601. 

Ce nombre étant ainsi partagé : 70,845,601 , se compose de 
soixante-dix millions, trois cent quarante-cinq mille, six cent un. 

On trouvera pareillement que 8802400056702, ou bien 
5,302,400,056,702, exprime le nombre cinq trillions, trois cent deux 
billions, quatre cent millions, cinquanie-six mille, sept cent deux. 

8. Il nous reste encore , pour compléter la théorie de la numé- 
ration, à indiquer le moyen d'écrire en chiffres les fractions. Mais 
auparavant , il est nécessaire de donner une idée claire et précise 
de cette sorte de nombres, tels qu'on les considère en Arithmétique. 

Supposons qu'on ait à déterminer la longueur d'une pièce d'étoffe. 
En prenant l'unité de longueur appelée mètre, et la portant une fois, 
deux fois, en un mot, autant de fois que possible s îr la longueur de 
la pièce, il arrivera de deux choses l'une : ou, après que l'unité aura 
été portée un certain nombre de fois , 15 fois par exemple , sur la 
longueur de la pièce , il ne restera rien ; ou bien l'on obtiendra un 
reste plus petit que le mètre. Dans le premier cas, la pièce contien- 
dra un nombre entier de mètres , savoir, 15 mètres. Dans le second 
cas, à ces 15 mètres, il faudra, pour avoir la longueur totale, 
joindre la fraction ou la partie de mètre qui reste. Mais comment 
évaluer cette partie? comment la comparer à l'unité? On pourra 
d'abord concevoir cette unité divisée en deux parties égales ou en 
deux moitiés; et si le reste est justement égal à l'une de ces moitiés, 
on dira que la pièce d'étoffe a 15 mètres et demi de long. 

Si le reste est plus petit ou plus grand que la moitié du mètre , 
on concevra cette moitié divisée en deux nouvelles parties égales 
appelées quarts ; et si ce quart peut être porté une fois ou trois fois 
juste sur le reste , on dira que le reste est égal au quart ou aux 
trois quarts du mètre. 

Au lieu de diviser l'unité en deux ou en quatre parties égales , 
on peut aussi bien la concevoir divisée en trois parties égales ap- 
pelées tters , en cinq parties égales appelées cinquièmes, en six ap- 
pelées sixièmes, etc. Admettons, pour fixer les idées, que le mètre 
ait été divisé en douze parties égales appelées douzièmes, et que 
ce douzième soit porté sept fois juste sur le reste , on dira que ce 
reste est égal à sept fols le douzième ou aux sept douzièmes du mètre. 
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Donc la pièce d'étoffe aura 18 mètres et sept douzièmes de mètre en 
longueur. 

D'où l'on voit que , pour se former une idée nette d'une fraction 
d'unité d'une espèce quelconque, il faut concevoir cette unité di- 
visée en un certain nombre entier de parties égales, et supposer qu*î 

l'on prenne une , deux , trois , quatre , de ces parties ; l'ensem • 

ble des parties que l'on prend est ce qui constitue la fraction. Ainsi, 
l'énoncé d'une fraction comprend nécessairement deux nombres 
entiers, savoir : celui qui désigne en combien départies égales l'unité 
a été divisée : on l'appelle dénominateur ; et celui gui marque combien 
il faut de ces parties pour former la fraction : on l'appelle numérateur. 
Par exemple, cinq huitièmes de mètre, treize vingtièmes de livre, etc., 
sont des fractions. Dans la première on conçoit que le mètre est 
divisé en /mit parties égales nommées huitièmes, et que l'on prend 
cinq de ces huitièmes ; huit est le dénominateur, et cinq le numé- 
rateur. Dans la seconde, la livre est conçue divisée en vingt 
parties égales appelées wngtièmes, et l'on en prend treize; le dé- 
nominateur est vingt, et treize est le numérateur. 

Il jésuite encore de là qu'uue fraction est une grandeur rap- 
portée à une partie de l'unité principale , partie qu'on peut elle- 
même considérer comme une sorte d'unité secondaire. Ainsi la 
fraction treize vingtièmes de mètre , étant composée de treize fois 
le vingtième d'un mètre, ce vingtième est une unité particulière 
que la fraction proposée contient treize fois. Cela posé, deux frac- 
tions sont dites de même espèce lorsque leur dénominateur est le 
même. Par exemple, cinq douzièmes, sept douzièmes, onze douzièmes, 
sont des fractions de même espèce ; mais trois quarts et deux tiers 
sont des fractions d'espèces différentes , parce que les dénomina- 
teurs sont différents. 

Pour exprimer une fraction en chiffres , on est convenu de pla- 
cer le numérateur au-dessus du dénominateur, en interposant une 

g 

barre. Ainsi, la fraction trois quarts se désigne par sept dou~ 

7 . . 23 

ftémespar — , vingt-trois trente-cinquièmes par — . 

Réciproquement,^, représentent les fractions sept hui- 
tièmes, treize quinzièmes, quarante-sept soixante-douzièmes. Pour 
énoncer une fraction, on énonce d'abord le numérateur, puis le 
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dénominateur; et à la fin de l'énoncé, on ajoute la terminaison 
ième (*). 

0. Les premiers besoins de l'homme en société le conduisent 
journellement à résoudre des questions pour lesquelles il est obligé 
de combiner deux ou plusieurs nombres, soit de même nature, 
soit de nature différente. Ces combinaisons constituent les opéra- 
tions de l'arithmétique ou le calcul numérique. Afin d'en faire con- 
naître l'origine et la liaison, nous allons nous proposer quelques 
questions relatives au commerce. 

Première question . — Un marchand de drap a vendu à une première 
2 

personne, $ aunes — d'une certaine étoffe; à une seconde personne, 

1 8 

7 aunes = ; à une troisième, 12 aunes —delà même étoffe; il désire con- 
naître le nombre total des aunes vendues. 

Il faut, pour cela, qu'il réunisse en un seul nombre les trois 
nombres d'aunes vendues; en d'autres termes, qu'il fasse I'addition 
de ces trois nombres composés d'entiers et de fractions. 

2 e question. — Ces trois nombres d'aunes ayant été levés une 

même pièce dont la longueur était de 30 aunes ^ , le marchand veut 
savoir ce qui doit lui rester. 

11 cherchera la différence entre le nombre SO ^ qui exprimait la 

longueur primitive de la pièce, et le nombre total des aunes ven- 
dues, c'est-à-dire qu'il sera conduit à soustraire le second du premier. 

8 e question. — Une personne a aclieté 48 aunes d'une certaine 
marchandise à raison de 25 francs l'aune ; on demande la somme 
qu'elle doit payçr pour les 48 aunes. 

Il est clair que pour obtenir le prix cherché, on doit prendre 
48 fois 25 francs, ou faire un total de 48 nombres égaux à 25 francs. 
Cette opération s'appelle multiplication, et n'est qu'une espèce d'adr 
dition : elle consiste à ajouter ensemble plusieurs nombres égaux. 

Reprenons la même question, en changeant toutefois les valeurs 
des nombres ou des données de la question. 

7 

Une personne a acheté — d'aune d'une certaine marchandise , d 

(*) Il y a une exception à faire pour les mois demi, tiers, quart, qui remplacent 
respectivement les mois deuxième, troisième, quatrième. 
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17 

raison de ~- de franc l'aune; on demande ce qu'elle doit payer pour 



7 

les d'aune. 

17 7 

On conçoit que si l'aune coûte ^ de franc, d'aune, qui ne sont 

17 

qu'une partie de l'aune, doivent coûter une partie de — marquée 
7 

par ; c'est-à-dire que , pour obtenir la réponse à la question , il 

7 17 

faudra prendre les de et cette opération s'appelle une multi- 
plication de f ractions. On la nomme ainsi parce que la question qui 
y donne lieu est absolument la même , aux données près , qu'une 
autre question qui conduirait à une multiplication de nombres en- 
tiers. 

Au premier abord , le mot multiplication, qui présente générale- 
ment une idée d'augmentation , ne semble pas propre à désigner 
une opération qui consiste à prendre d'un nombre une partie indi- 
quée par une fraction. Mais on a trouvé le moyen de lier la multi- 
plication des nombres entiers et la multiplication des fractions , en 
disant que multiplier un nombre, quel qu'il soit, par un autre, c'est 
former un troisième nombre qui soit composé avec le premier, comme le 
second est composé avec l'unité. Si les deux nombres sont entiers, il 
est clair, d'après cette définition, qu'il suffit de prendre le premier 
autant de fois qu'il y a d'unités dans le second ; et si les deux nom- 
bres sont des fractions, il faut prendre de la première fraction une 
partie indiquée par la seconde. 

4* question. — Une personne a acheté 13 aunes d'une certaine étoffe 
pour la somme de 84 francs ; on demande le prix de l'aune. 

On conçoit que , si ce prix était connu, en le prenant 12 fois ou 
en le multipliant par 12, on devrait avoir un résultat égal à 84. La * 
question conduit donc à trouver un troisième nombre qui, multiplié 
par le second 12, reproduise le premier 84. Cette opération a reçu le 
nom de division. 

Pour rendre raison de cette dénomination , qui donne l'idée de 
la séparation d'un nombre en plusieurs parties égales , supposons 
que l'on ait à partager également une somme de 84 francs entre i% per- 
so mies. Il est clair que, si la part de chaque personne était connue, 

ARtTUHETIQl'E. 2 
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en la multipliant par 12, on devrait produire 84. On voit donc que 
diviser un nombre 84 en autant départies égales qu'il y a d'unités dans 
un nombre 12, et chercher un troisième nombre qui, multiplié par un 
second 12 , reproduise le premier 84 , sont deux opérations identiques. 
Reprenons la même question que ci-dessus, mais sur des données 

g 19 
fractionnaires. Une personne a acheté d'aune pour ^de franc; on 

demande le prix de Vaune. 

La question se réduit encore, dans ce cas, à trouver un troisième 

5 5 
nombre tel , qu'en en prenant les ^, ou en le multipliant par - , on 

19 

reproduise ^q. On a donc encore une division à effectuer, dans le 

sens qui vient d'être attribué à ce mot , et non dans le sens d'une 
séparation en parties égales. 

Il nous serait facile de citer de nouvelles questions susceptibles 
de conduire aux quatre opérations dont nous venons de parler ; et 
puisque ces questions se présentent à chaque instant dans toutes les 
circonstances de la vie, il faut avoir des moyens d'exécuter les opé- 
rations que leur résolution exige. 

L'Arithmétique o pour objet spécial d'établir des règles fixes et cer- 
taines pour effectuer toutes les opérations possibles sur les nombres. 
Cette première partie des Mathématiques comprend encore une 
foule de propriétés qui ont été découvertes à l'occasion des recher- 
ches qu'on a dû faire pour parvenir à ces règles, et pour en faciliter 
l'application. Nous allons les exposer successivement, en nous rap- 
pelant ( n° 2) que, pour rendre les règles indépendantes des diver- 
ses espèces de questions, il convient de considérer les nombres comme 
des nombres abstraits. Toutefois, dans les applications destinées à 
familiariser les commençants avec les procédés, nous pourrons nous 
proposer des questions relatives à des nombres concrets. 

Pour aller du simple au composé, nous commencerons par expo- 
ser les règles des opérations sur les nombres entiers. 
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CHAPITRE PREMIER. 

OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES ENTIERS. 




10. Ajouter ou additionner plusieurs nombres entre eux, c'est réu- 
nir tous ces nombres en un seul; ou bien, c'est former un nombre qui 
contienne à lui seul autant d'unités qu'il y en a dans ces divers nombres 
considérés séparément. 

Le résultat de cette opération s'appelle somme ou total. 

L'addition des nombres d'un seul chiffre n'offre aucune difficulté ; 
les jeunes gens, dès l'âge le plus tendre, apprennent à faire ces ad- 
ditions au moyen de leurs doigts, et finissent par s'en graver les 
résultats dans la mémoire. 

Ainsi, soient à ajouter les nombres 8, 7, 4, 8 et 6 ; 

On dit : 5 et 7 font 12 (*) , et 4 font 16, et 8 font 24, et 6 font 
30 ; donc 30 est la somme demandée. 

On trouverait de même , que 42 est la somme des nombres 7,9, 
6, 5, 8, 7. 

(») L'emploi des doigts pour parvenir à ce nombre 13, suppose des additions 
successives d'une unité. Ainsi l'on dit 5 et 1 font 6 et 1 font 7 et 1 font 8..., ainsi 
de suite jusqu'à ce qu'on ait ajouté à 5 toutes les unités du nombre 7. 

En cénéral, il est difficile d'établir par quelles opérations de l'esprit on obtient 
les résultats de ces additions élémentaires, et l'on peut dire, jusqu'à un certain 
point, que chacun a une manière plus ou moins simple d'y parvenir. 
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Soient maintenant les nombres 7458 et 1584 qu'on se propose d'ad- 

Après avoir écrit les deux nombres comme on le voit 7458 
ici , et avoir souligné le tout , on dit , en commençant 1534 
par les unités simples : 8 et 4 font 7 qu'on place sous les 8987 
unités. 

Passant aux dizaines , 5 et 8 font 8 , qu'on écrit au rang des 
dizaines. 

Puis 4 et 5 font 9, qu'on écrit au-dessous des centaines. 

Enfin, 7 et 1 font 8, qu'on écrit au rang des mille. 

Le nombre 8987 , trouvé par cette opération , est la somme des 
deux nombres proposés, puisqu'il en renferme les unités, dizaines, 
centaines, et mille, que l'on a rassemblés successivement. 

Soit encore proposé d ajouter les quatre nombres 5047, 859, 8507, 
846. 

On les écrit comme ci-contre, et Ton dit, en commen- 5047 
çant par les unités : 7 et 9 font 16 , et 7 font 28 , et 6 859 
font 29 ; on place les 9 unités simples sous la première 8507 
colonne, et l'on retient les 2 dizaines pour les joindre aux 846 
chiffres de la colonne suivante, qui expriment aussi des 10259 

Passant à cette colonne , on dit : 2 de retenue et 4 font 6 , et S 
font 1 1 et 0 font 1 1 , et 4 font 15 ; on écrit 5 au rang des dizaines , 
et l'on retient 1 centaine qu'on reporte à la colonne des centaines. 

Opérant sur cette colonne comme sur les précédentes, on trouve 
22 centaines , ou 2 centaines , qu'on écrit sous les centaines , et 
2 mille qu'on retient pour les reporter à la colonne des mille. 

Enfin, 2 de retenue et 5 font 7, et 8 font 10 ; on place le chiffre 0 
sous les mille, et le chiffre 1 sous les dizaines de mille ; ce qui donne 
10259 pour la somme demandée. 

Règle générale. — Pour ajouter plusieurs nombres entre eux, com- 
mencez par écrire les nombres les uns au-dessous des autres, de manière 
que les unités d'un même ordre soient sur une même colonne verticale, 
et soulignez le tout. Ajoutez ensuite successivement les chiffres qui 
composent chacune des colonnes, en commençant par la colonne des 
unités simples et passant successivement aux colonnes qui sont à gau- 
che; écrivez au-dessous de la barre la somme des chiffres de chaque 
colonne, si cette somme est exprimée par un seul chiffre; mais si elle 
surpasse 9 (auquel cas elle est exprimée par plusieurs chiffres dont le 
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dernier à droite représente des unités de cette colonne, et les autres à 
gauche des dizaines du même ordre), écrivez seulement le chiffre des 
unités au-dessous de la colonne, et retenez les dizaines pour les ajouter 
aux chiffres de la colonne immédiatement d gauche. Jprès avoir opéré 
de cette manière sur toutes les colonnes, vous aurez obtenu au-dessous 
delà barre la sommb demandée, puisquece résultat provient de la réunion 
des unités, dizaines, centaines, etc., qui entrent dans les Nombres 
proposés, 

1 1 . Remarque. — Si la somme des chiffres contenus dans chaque 
colonne devait être tout au plus égale à 9 , il serait indifférent de 
commencer l'opération par l'addition des unités simples , ou bien 
par celle des unités de la plus haute espèce. Mais comme il arrive 
le plus souvent que plusieurs de ces sommes surpassent 9, si Ton 
commençait par la gauche, on serait souvent obligé de revenir sur 
ses pas, pour rectifier un chiffre qu'on aurait écrit, et l'augmenter 
d'autant d'unités que l'on aurait obtenu de dizaines d'unités de la 
colonne suivante , en opérant sur cette colonne. Voilà pourquoi il 
convient, dans tous les cas, do commencer par la droite plutôt que 
par la gauche. 

DE LA SOUSTRACTION. 

12. La soustraction a pour but de chercher l'excès d'un nombre 
sur un plus petit. Cet excès s'appelle encore reste ou différence. 

On peut aussi définir la soustraction une opération qui a pour 
but : Étant donnés la somme de deux nombres et l'un d'eux, trouver 
Vautre nombre; et sous ce point de vue, la soustraction est l'inverse 
de l'addition. 

Tant que les nombres proposés ne sont que d'un seul chiffre, la 
soustraction est facile. Ainsi, la différence de 9 à 6 est 3 ; ou bien , 
ôtez 6 de 9, il reste 3. De même : 5 de 7, il reste 2. 

Il est encore aisé de soustraire un nombre d'un seul chiffre d'un 
autre, lorsque le reste ne doit aussi avoir qu'un seul chiffre. Ainsi, 
ôtez 7 de 13, il reste 6, puisque 7 et 6 font 13 ; de même, 9 de 17, 
il reste 8, puisque 8 et 9 font 17. 

Ces opérations, qui supposent seulement l'exercice de la mémoire 
sur l'addition des nombres d'un seul chiffre , vont servir de base à 
la soustraction des nombres de plusieurs chiffres. 

Soit premièrement à soustraire 5467 de 8789. 
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Après avoir placé le plus petit nombre au-dessous du plus 8780 
grand et souligné le tout, on dit en commençant par les 546T 
unités simples : 7 de 9, il reste 2, qu'on place sous la co- 8822 
lonne des unités ; passant aux dizaines , 6 de 8, il reste 2, 
que l'on écrit au rang des dizaines ; opérant de môme sur les cen-< 
taines et sur les mille, 4 de 7, il reste 3, et 5 de 8, il reste 3 ; ce qui 
donne éhfin 3822 pour le reste demandé. 

En effet , par la nature môme des opérations qui viennent d'être 
faites, on voit que le plus grand nombre contient de plus que le 
second, 2 unités simples, plus 2 dizaines, plus 3 centaines, plus 
3 unités de mille, et, par conséquent, surpasse le plus petit nombre 
de 3322. 

Proposons-nous , pour second exemple , de frourer la différetice 
qui existe entre les deux nombres 83456 et 28784. 

Ayant disposé les deux nombres comme dans l'exemple 83456 
précédent , on dit d'abord : 4 de 6, il reste 2, qu'on écrit 28784 
sous les unités. 54073 

Mais lorsqu'on passe à la colonne des dizaines, il se présente une 
difficulté : le chiffre 8 de la ligne inférieure est plus fort que le 
chiffre 5 de la ligne supérieure et ne peut par conséquent en être 
soustrait. Pour lever cette difficulté , on emprunte par la pensée , 
sur le chiffre des centaines du nombre supérieur, 1 centaine, qui 
vaut 10 dizaines, et on l'ajoute aux 5 dizaines que l'on a déjà, ce 
qui donne 15 ; puis on dit : 8 de 15, il reste 7, qu'on écrit au rang 
des dizaines. 

Passant à la colonne des centaines , on observe que le chiffre 4 
de la ligne supérieure doit être diminué de 1 , puisqu'on a emprunté 
' cette unité dans la soustraction précédente ; alors on dit : 7 de 3, 
cela ne se peut; mais en empruntant, comme tout à l'heure, 1 mille, 
qui vaut 10 centaines, ce qui donne 13 centaines, on ôte 7 de 13 , 
et il reste 6, que l'on écrit au rang des centaines. 

Passant aux mille : 8 de 2 , cela ne se peut; mais 8 de 12 , il 
reste 4, qu'on écrit au rang des mille. 

Enfin , comme le chiffre 8 des dizaines de mille doit, â raison de 
l'emprunt qu'on vient de faire, être remplacé par 7, on dit : 
2 de 7, il reste 5. 

Ainsi , le reste demandé, ou l'excès du plus grand nombre sur le 
plus petit, est 54672. 

Pour bien comprendre comment, par ce moyen, on parvient au 
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but que l'on s'est proposé , il suffit de remarquer que , d'après les 
artifices employés pour effectuer les soustractions partielles, on peut 
disposer les deux nombres de la manière suivante : 

Dizaines de mille. Mille. Centaines. Dizaines. Unités. 
I er nombre... 7^ 12 18 15 6 

2° nombre ... 2 , 8 7 8 4 

5 4 6 7 2 

D'où l'on voit que le nombre supérieur contient de plus que le 
nombre inférieur , 2 unités , 7 dizaines, 6 centaines, 4 mille et 
5 dizaines de mille, ou le surpasse de 54672 unités. 
Soit, pour troisième exemple, à retrancher 158429 de 800405. 

99 9 

Gomme 9 , chiffre des unités du nombre inférieur , 300405 
est plus fort que 5 , chiffre correspondant du nombre su- 158429 
périeur, on doit emprunter 1 dizaine sur le premier 141976 
chiffre à gauche ; mais ce chiffre étant un 0, il faut avoir 
recours au chiffre 4 des centaines, sur lequel on prend 1, qui vaut 
10 dizaines *, et puisqu'on n'a besoin que d'une seule dizaine , on en 
laisse 9 au-dessus du 0 ; puis on ajoute 1 dizaine à 5, ce qui donne 1 5, 
et l'on dit : 9 de 15, il reste 6, qu'on écrit sous les unités. 

Passant aux dizaines, on dit : 2 de 9, il reste 7. 

Pour les centaines, comme le chiffre 4 de la ligne supérieure ne 
vaut plus que 3 , à raison de l'emprunt , et qu'on ne peut sous- 
traire 4 de 8, on a recours au premier chiffre à gauche ; mais celui- 
ci et le chiffre qui est à sa gauche étant des zéros, on emprunte 
une unité sur le chiffre significatif 8; cette unité en vaut 10 de 
l'ordre suivant, 100 de l'ordre des mille ; et puisque l'on n'a besoin 
que d'une seule unité de cet ordre , on en laisse 99 qu'on reporto 
sur les deux zéros ; ajoutant 1 mille à 3 centaines , il vient 13 , et 
l'on dit : 4 de 13 , il reste 9 , qu'on place sous la colonne des cen- 
taines. 

Dans les deux soustractions suivantes , chacun des zéros étant 
remplacé par un 9 , on dit : 8 de 9 , il reste 1 ; et 5 de 9 , il 
reste 4. 

Passant à la première colonne à gauche , on dit : 1 de 2 ( car le 
chiffre 3 est diminué de 1 ), il reste 1 ; ainsi, l'on a pour le reste de- 
mandé, 141976. 

En effet, si l'on réfléchit sur la manière dont le nombre supérieur 
a été décomposé, on peut disposer ainsi l'opération : 
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Cent, de mille. Dû. de mill 


e. Mille. 


Centaines. C 




». Unité». 




nombre. . 2 9 


9 


13 


9 


15 




nombre. . ! 8 


8 


A 


2 


9 




1 4 


1 


9 


7 


6 



Donc le nombre supérieur surpasse le nombre inférieur de 6 uni- 
tés, 7 dizaines, 9 centaines, 1 mille, 4 dizaines de mille, 1 centaine 
de mille, ou de 141976. 

Règle générale. — Pour soustraire d'un nombre un autre nombre 
plu» petit, placez le second au-dessous du premier, de manière que Us 
unités d'un même nombre soient sur une même colonne, puis tirez une 
barre ; soustrayez ensuite successivement les unités du petit nombre des 
unités du grand, les dizaines des dizaines, les centaines des centai- 
nes, etc., et écrivez les restes partiel» les uns à la suite des autres, en 
allant de la droite vers la gauche; le nombre exprimé par l'en- 
semble de ces chiffres , est le reste complet, ou le résultat demandé» 

Lorsqu'un chiffre de la ligne inférieure est plus fort que k chiffre de 
la liane suDèrieure. auamentez var la musée ce dernier chiffre de 
10 unités, et diminuez le chiffre qui est à sa gauche d'une unité. 

Si, immédiatement à la gauche d'un chiffre supérieur plus faibk 
que le chiffre inférieur correspondant, se trouvent un ou plusieurs 
zéros, augmentez toujours, par la pensée, ce chiffre supérieur, de 

1 0 unités ; mais dans les soustractions suivantes, remplacez les zéros par 
des 9 , et diminuez d'une unité le chiffre significatif supérieur qui est 
immédiatement à la gauche de ces zéros. 

On trouvera, d'après ce procédé, que si de 608000401 

on soustrait 305724787 

le résultat de l'opération est 297275614 

18. Première remarque. — Si chacun des chiffres du nombre in- 
férieur était moindre que le chiffre supérieur correspondant , il 
serait indifférent de commencer l'opération par la gauche ou par la 
droite. Mais comme il arrive souvent que l'un des chiffres de la 
ligne inférieure surpasse le chiffre de la ligne supérieure, la sous- 
traction partielle ne peut se faire que par un emprunt sur le chiffre 
ou l'un des chiffres à gauche de celui sur lequel on opère : dès lors, 

11 est nécessaire de commencer par la droite, afin de pouvoir faire 
les emprunts dont on a besoin. 

14. Seconde remarque. — Il est clair qu'au lieu de diminuer d'une 
unité le chiffre sur lequel un emprunt a été fait, on peut laisser 
chiffre tel qu'il est, "pourvu qu'on augmente le chiffre inférieur cor- 
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respondant, d'une unité. Cette manière d'opérer est en général plus 
commode dans la pratique. 
Ainsi , dans le dernier exemple , après avoir dit pour les unités 
* simples : 7 de 1 1 , il reste 4, au lieu de dire pour les dizaines : 8 de 9, 
il reste 1 , on dit : 9 de 10, il reste 1 ; de même, au lieu de dire pour 
les centaines : 7 de 13, il reste 6, on dit : 8 de 14 il reste 6 ; et ainsi 
de suite. 

Mais lorsqu'on emploie cette modification, il faut avoir bien 
soin de n'augmenter le chiffre inférieur qu'autant que la soustrac- 
tion précédente n'a pu se faire immédiatement ; c'est surtout dans 
la division que nous aurons à faire usage de cette modification. 

Preuves de l'addition et de la soustraction. 

1 5. On appelle preuve d'une opération arithmétique, une autre opé- 
ration que Ton fait pour s'assurer de l'exactitude de la première. 

La preuve de l'addition se fait en ajoutant de nouveau , mais à 
commencer par la gauche, les nombres qu'on a déjà ajoutés. Après 
avoir fait la somme des chiffres qui se trouvent dans la première colonne 
à gauche, on la retranche de la partie qui lui répond dans la somme 
totale; on écrit au-dessous le reste, qu'on réduit, par la pensée, en uni- 
tés de l'ordre du chiffre suivant, pour les joindre aux autres unités de 
cet ordre contenues dans la somme totale. On fait de même la somme 
partielle des chiffres de la seconde colonne à gauche, et l'on retranche 
cette somme partielle de la partie de la somme totale qui lui répond; on 
continue ainsi jusqu'à la dernière colonne, dont la totalité retranchât 
ne doit laisser aucun reste. 
Ainsi, après avoir trouvé que les quatre nombres 

5047 
859 
8507 
8-46 

doivent avoir pour somme 10259 

MM 

pour vérifier ce résultat 10259 , on ajoute les mêmes nombres en 
commençant par la gauche , et Ton dit : 5 et 3 font 8 mille , qui 
êtes de 10 mille donnent pour reste 2 mille ; ces 2 mille ajoutés au 
chiffre 2 centaines , font 22 centaines ; ensuite, 8 et 5 font 13, et 8 
font 21 , que l'on ôte de 22 , ce qui donne pour reste 1 centaine, 
laquelle réunie aux 5 dizaines forme 15 dizaines j 4 et 5 font 9, et 
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4 font 18; 18 de 15 , il reste 2 , qui , suivi du 9, donne 29 ; enfin, 
7 et 9 font 16, et 7 font 28, et 6 font 29 ; 29 de 29, il reste 0 ; donc 
l'opération est juste. 

La preuve de la soustraction se fait en ajoutant au plus petit nombre 
le reste trouvé par l'opération ; et il est évident qu'on doit reproduire 
le plus grand nombre, puisque ce reste n'est autre chose que l'excès 
du plus grand nombre sur le plus petit. 

Ainsi, dans l'exemple ci-contre, après 
avoir trouvé que 54672 est l'excès du 
plus grand nombre sur le plus petit , si 
l'on ajoute 28784, on doit retrouver 
83456; ce qui a lieu en effet. 

16. Voici de nouveaux exemples d'additions et de soustractions, 
avec leurs preuves : 

Additions. 



. • . . 



preuve. 



88456 
28784 
54672 



83054 
256870 
748759 
90874 
130909 
874 6 
1319212" 



700548 
897597 
6588 
69764 
407300 
987847 
1207046 
4276690 



Soustractions. 



4073050062 
2808767086 
1269282976 



8840528605. 
11163472^98 



4073050062 20004001003 
Problème. — Un banquier avait en caisse une somme de 65750 fr. ; 
mais il a fait divers payements. Il a donné à une première personne 
1 3259 fr. ; à une seconde, 18704 fr. ; à une troisième, 22050 fr. ; à une 
quatrième, 9850 fr. ; et il veut connaître l'état de sa caisse après tous 
ces payements. 

Solution. — Après avoir réuni en une seule les quatre sommes 
payées successivement, le banquier soustrait la somme totale de celle 
qu'il avait en caisse ; et le résultat de cette soustraction exprime ce 
qui doit lui rester. 
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Tableau des opérations. 



13259 
18704 
22050 



65750 montant de la caisse. 
63863 somme payée. 
1887 différence. 



9850 

63863 

II doit rester au banquier 1887 francs. 
On remarquera qu'en effectuant l'addition et la soustraction pré- 
cédentes, on a considéré les nombres proposés comme abstraits, 
quoiqu'ils fussent concrets d'après l'énoncé ; mais parvenu au résul- 
tat 1887 , on lui a donné le nom de l'espèce des unités exprimées 
dans l'énoncé. C'est ainsi qu'il faut toujours se conduire dans les 
applications. Les procédés des opérations étant tout a fait indépen- 
dants de la nature des nombres, on envisage ceux-ci sous un point 
de vue purement abstrait, sauf à donner ensuite au résultat final le 
nom de l'unité qu'indique l'énoncé de la question. 



17. Multiplier un nombre par un autre, c'est (n° 9) former un 
troisième nombre qui soit composé avec le premier, comme le second est 
composé avec l'unité; et quand les deux nombres proposés sont des 
nombres entiers , leur multiplication revient à prendre le premier 
autant de fols qu'il y a d'unités dans le second. 

On appelle multiplicande le nombre à multiplier, multiplicateur 
celui par lequel on multiplie , ou qui marque combien de fois on 
doit prendre le premier, et produit le résultat de la multiplication ; 
les deux nombres proposés portent conjointement le nom de fac- 
teurs du produit. 

A proprement parler, la multiplication n'est autre chose qu'une 
addition ; car, pour en obtenir le résultat, il suffirait de placer les 
uns au-dessous des autres autant de nombres égaux au multipli- 
cande, qu'il y a d'unités dans le multiplicateur, puis d'ajouter tous 
ces nombres entre eux. Mais cette manière d'opérer serait trop lon- 
gue si le multiplicateur était composé de plusieurs chiffres ; on a 
donc cherché à la simplifier; et c'est dans cette abréviation que 
consiste, à proprement parler, la multiplication. 

18. Tant que les deux facteurs sont exprimes chacun par un seul 
chiffre, le produit s'obtient par des additions successives du même 
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nombre ; ainsi pour multiplier 7 par S, on dit : 7 et 7 font 14, et 7 font 
21 , et 7 font 28, et 7 font 35 : ce dernier nombre étant le résultat de 
l'addition de 5 nombres égaux à 7, exprime le produit de 7 par 5. 

Les commençants doivent s'exercer d'abord à ces sortes de mul- 
tiplications , afin de s'en graver les résultats dans la mémoire, et 
de pouvoir ensuite obtenir avec facilité les produits des nombres 
exprimés par plusieurs chiffres. Toutefois, jusqu'à ce qu'on se soit 
suffisamment exercé, on fera bien d'avoir sous les yeux une table 
appelée tablede multiplication, ou tablede Pythagore, du nom de son 
inventeur, ou du moins de celui qui le premier en a répandu l'usage. 

Table de multiplication. 



Sens horizontal. 



1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


oj 




4 


6 8 
1 


10 


12 


14 


16 


18 


3 


6 


9 


12 


15 


18 


21 


24 


27 


4 


8 


12 


16 


20 


24 


28 


32 


36 


5 


10 


15 


20 


25 


30 


35 


40 


45 


6 


12 


18 


24 


80 


36 


42 


48 




7 


14 


21 


28 


35 


42 


49 


56 


63 


8 


16 


24 


82 


40 


48 


56 


64 


72 


9 


18 


27 


36 


45 


54 


63 


72 


81 



La première bande horizontale de cette table se forme en ajoutant 
1 successivement, jusqu'à ce qu'on soit parvenu au nombre 9. 

La seconde, en ajoutant 2 successivement; la troisième, en ajou- 
tant 8, et ainsi de suite. 

Remarquez d'ailleurs qu'on peut également dresser cette table 
par colonnes verticales. Chaque colonne verticale est composée des 
mêmes nombres que la batule horizontale de même numéro. Ainsi , 
la sixième bande horizontale se composant des nombres 6, 12, 
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18, 54, la sixième colonne verticale renferme les mêmes nom- 
bres 6, 12, 18 54. 

Cela posé, pour trouver, au moyen de cette table, le produit de 
deux nombres exprimés par un seul chiffre , on cherche le multi- 
plicande dans la première bande horizontale ; et , en partant de ce 
nombre, on descend verticalement jusqu'à ce qu'on soit vis-à-vis du 
multiplicateur, qu'on trouvera dans la première colonne verticale : 
le nombre contenu dans la case correspondante, est le produit. 

Par exemple, pour trouver le produit de 8 par 6, on descend de- 
puis 8 , pris dans la première bande horizontale , jusque vis-à-vis 
de 5 pris dans la première colonne verticale ; et le nombre 40, con- 
tenu dans la petite case, est le produit demandé. 

On pourrait également prendre 8 dans la première colonne ver- 
ticale, et se diriger horizontalement jusqu'au-dessous de 5 pris dans 
la première bande horizontale : on trouverait encore 40 pour le pro- 
duit demandé. 

19. Supposons maintenant que, le multiplicande étant exprimé par 
plusieurs chiffres, le multiplicateur n'en ait qu'un seul. — Soit a mul- 
tiplier 8459 par 7. 

On pourrait (n° 17) obtenir le résultat en écrivant les uns au-des- 
sous des autres 7 nombres égaux à 8459, comme on le voit ci-con- 



tre : 8459 

et en ajoutant successivement les unités simples, les 8459 

dizaines , les centaines, etc. , on trouverait ainsi, pour 8459 

résultat, 5921g. 8459 

Mais il est évident que cela revient à prendre suc- 8459 

cessivement 7 fois les 9 unités du multiplicande, 7 fois 8459 

les 6 dizaines , etc. , et à faire la somme de tous ces 8459 

produits. 59213 

Ainsi , après avoir placé le multiplicateur 7 au-des- 8459 

sous du multiplicande) comme on le voit ici , et avoir 7 

souligné le tout , on dit d'abord : 7 fois 9 font 63 [voyez 5921 3 
la table de multiplication), ou 6 dizaines et 3 unités; 



on pose 3 sous les unités, et on retient les 6 dizaines pour les réu- 
nir au produit des dizaines du multiplicande par 7. 

On dit ensuite : 7 fois 5 font 35, et 6 de retenue font 41 dizaines, 
ou 4 centaines et 1 dizaine; on pose 1 au rang des dizaines, et l'on 
retient les 4 centaines ; 
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7 fois 4 font 28 , et 4 de retenue font 32 centaines , ou 3 mille 
et 2 centaines; on pose S au rang des centaines, et Ton re- 
tient 8. 

Enfin, 7 fois 8 font 86 , et 3 de retenue font 59 , que Ton écrit 
à gauche des centaines , parce qu'il n'y a plus de chiffres à multi- 
plier dans le multiplicande. 

On trouve ainsi 59213 pour le produit demandé. 

D'où l'on voit que pour multiplier un nombre de pl dsieurs chiffres 
par un nombre d'un seul cniFFRE , il faut multiplier successivement 
les unités, dizaines, centaines, etc., du multiplicande, par le multipli- 
cateur, et écrire ces différents produits partiels au rang qui leur con- 
vient, en observant, à chaque multiplication partielle, de retenir les 
dizaines pour les joindre avec les dizaines, Us centaines pour les joindre 
avec les centaines, etc... 

Soit, pour second exemple, a multiplier 47008 par 9. 

On dit d'abord : 9 fois 8 font 72 ; on écrit 2 au rang 47008 
des unités , et l'on retient 7. 9 

Ensuite, 9 fois 0 donnent 0 ; mais comme, dans la pre- 423072 
mière opération, on a retenu 7 dizaines, il faut les écrire 
au rang des dizaines. 

9 fois 0 font 0 ; on écrit 0 au rang des centaines, puisqu'il n'y en 
a pas, et qu'il faut cependant en conserver la place. 

Ensuite, 9 fois 7 font 63 ; on pose 3 et l'on retient 6. 

Enfin, 9 fois 4 font 36, et 6 de retenue font 42, que l'on écrit à 
gauche du chiffre précédent. 

Ainsi le produit demandé est 423072. 

20. Avant de passer au cas où le multiplicateur est composé de 
deux ou de plusieurs chiffres, nous indiquerons le moyen de rendre 
un nombre 10 , 100 , 1000... fois plus grand , ou de le multiplier 
par 10, 100, 1000... 

Il résulte évidemment du principe fondamental de la numéra- 
tion (n° 5) que , si l'on place un 0 à la droite d'un nombre déjà 
écrit , chacun des chiffres significatifs de ce nombre, reculant d'un 
rang vers la gauche, exprime alors des unités 10 fois plus grandes 
qu'auparavant. De même , en plaçant deux 0 à sa droite, on le rend 
100 fois plus grand, puisque chaque chiffre significatif exprime des 
unités 100 fois plus fortes; et ainsi de suite. 

Donc , pour multiplier un nombre entier quelconque par 10 , 100 , 
1000, etc., il suffit d'éa ire à sa droite un, deux, trois... zéros. 
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Ainsi , les produits de 489 par 10, 100, 1000, 10000, etc., sont 
4390, 43900, 439000, 4390000. . . . 

21 . Considérons actuellement le cas où le multiplicande et le multipli- 
cateur sont composés de plusieurs chiffres. 

Oir propose de multiplier 87468 

par 5847 

612276 
3498720 



69974400 
437340000 
511425396 

On commence par disposer le multiplicateur au-dessous du mul- 
tiplicande, de manière que les unités d'un même ordre soient dans 
une même colonne ; et l'on souligne le tout. Cela posé, on observe 
que multiplier 87468 par 5847, revient à prendre le multiplicande 
7 fois , plus 40 fois , plus 800 fois , plus 5000 fois , et à réunir les 
produits partiels. 

On peut d'abord trouver, d'après la règle du n B 19, le produit de 
87468 par 7 ; ce qui donne 612276. 

Mais comment obtenir celui de 87468 par 40? 

Concevons, pour un instant, qu'on ait écrit les uns au-dessous des 
autres, 40 nombres égaux à 87468 ; en faisant Yaddition de tous ces 
nombres, on aura le produit demandé. Or, il est évident que ces 40 
nombres forment 10 groupes de 4 nombres égaux chacun à 87468 ; 
mais 4 nombres égaux à 87468 font en somme 4 fois 87468, produit 
que l'on peut former par la règle du n° 19, et qui est égal à 349872. 
En multipliant ce produit par 10, ce qui revient (n° 20) à placer 
an 0 à sa droite , on obtient 8498720 pour le produit de 87468 
par 40. 

On voit donc que cette seconde opération revient à multiplier le 
multiplicande parle chiffre 4 considéré comme exprimant des unités 
simples , à écrire un 0 à la droite du produit, et à placer, comme 
on le voit ci-dessus, le résultat 3498720 ainsi obtenu, au-dessous du 
premier produit partiel. 

Pareillement, pour effectuer la multiplication de 87468 par 800, 
il suffit de multiplier 87468 par 8, ce qui donne 699744, puis d'é- 
crire deux 0 à la droite de ce produit ; et l'on a pour troisième pro- 
duit partiel 69974400 , nombre qu'on place au-dessous des- deux 
produits précédents. En effet, 800 nomJ>res égaux à 87468 et placés 
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les uns sous les autres, forment évidemment 100 groupes de 8 nom- 
bres égaux à 87468, ou bien 100 nombres égaux au produit de 
87-468 par 8, c'est-à-dire 69974400. 

On prouverait par un raisonnement semblable, que pour multi- 
plier le nombre 87468 par 5000, il suffit de le multiplier par 5, de 
placer trois 0 à la droite du produit, et d'écrire le résultat 437340000 
ainsi obtenu , au-dessous des trois premiers produits. 

Effectuant maintenant l'addition de ces quatre produits partiels, 
on trouve enGn pour \c produit total, 511425396. 

N. B. — Dans la pratique, on se dispense ordinairement de pla- 
cer les zéros à la droite des produits partiels par les chiffres des di- 
zaines, centaines, mille, etc. ; mais on écrit chaque produit partiel 
au-dessous du produit précédent, en le reculant d'un rang vers la 
gauche par rapport à ce produit, c'est-à-dire en faisant occuper au 
premier chiffre à droite le même rang que celui qu'occupe le chiffre par 
lequel on multiplie. 

Règle générale. — Pour multiplier un nombre de plusieurs chif- 
fres par un nombre de plusieurs chiffres, multipliez d'abord tout le 
multiplicande par le chiffre des unités du multiplicateur (d'après la 
règle du n° 19); multipliez de même tout le multiplicande successive- 
ment par le chiffre des dizaines, par celui des centaines, etc., considérés 
comme des unités simples, et écrivez les produits partiels les uns au- 
dessous des autres de manière que chacun soit reculé d'un rang vers la 
gauche par rapport au précédent; puis additionnez ces produits; vous 
aurez \e produit total demandé. 

22. Souvent quelques-uns des chiffres du multiplicateur sont 
des zéros ; et alors il faut apporter quelques modifications dans la 
disposition des produits partiels. 

Soit a multiplier 870497 

par 500407 

009*4/9 
3481988 
4352485 
4*0602792279 

On multiplie d'abord tout le multiplicande par 7 ; ce qui donne 
pour produit, 6098479. 

Maintenant, comme il n'y a pas de dizaines au multiplicateur, 
on passe à la multiplication par 4, chiffre des centaines du multi- 
plicateur, ce qui donne le produit 3481988; et comme il faut lui . 
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faire exprimer des centaines, on le place sous le premier produit, 
en le reculant de deux rangs vers la gauche. 

Pareillement, comme il n'y a dans le multiplicateur ni mille, 
ni dizaines de mille, on passe à la multiplication par 5 , chiffre des 
centaines de mille; et Ton écrit le produit 4852488 sous le précé- 
dent , en le reculant de trois rangs vers la gauche par rapport à 
celui-ci. 

En général , lorsqu'il se trouve un ou plusieurs zéros jntre deux 
chiffres significatifs du multiplicateur , on recule le produit correspon- 
dant au chiffre significatif qui est à gauche de ces zéros, d'autant de 
rangs plus un vers la gauche, par rapport au produit précédent, qu'il y 
a de zéros intermédiaires. Au reste , pour éviter toute erreur à ce 
sujet, on peut s'assurer , à chaque opération, si le premier chiffre à 
droite , du produit partiel , est dans la colonne des unités de même 
ordre que celui du chiffre par lequel on multiplie. 

23. Si l'un des deux facteurs de la multiplication, ou tous les 
deux, sont terminés par des zéros, on abrège l'opération en multi- 
pliant comme si ces zéros n'y étaient pas ; mais on les place ensuite 
à la droite du produit. 

Exemple. — Soit a multiplier. 47000 

par. . 2900 

m 

94 

186300000 

Après avoir multiplié 47 par 29 , d'après le procédé connu , on 
écrit 6 zéros à la droite du premier; et l'on obtient 186800000 pour 
le produit demandé. 

En effet , si l'on n'avait d'abord que 47000 à multiplier par 29 , 
il est clair qu'après avoir multiplié 47 par 29 , il faudrait faire 
exprimer au produit , des mille, c'est-à-dire des unités de même 
espèce que le multiplicande ; ainsi l'on devrait déjà écrire trois zéros. 
Actuellement, multiplier un nombre par 2900, revient (n° 21]^ 
à prendre 400 fois le produit par 29; donc, il faut poser deux nou- 
veaux zéros. Le même raisonnement s'appliquerait à tous les cas 
semblables. 

24. Pour peu qu'on réfléchisse sur le procédé de la multiplication, 
on sent la nécessité de commencer l'opération par la droite , du 
moins dans les multiplications partielles par chacun des chiffres du mul- 
tiplicateur, à cause des retenues que l'on fait continuellement en 

ARITHMÉTIQUE. 5 
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multipliant un chiffre du multiplicande par un chiffre du multipli- 
cateur. Mais rien n'empêcherait d'intervertir l'ordre des multipli- 
cations partielles par les différents chiffres du multiplicateur, comme 
on peut le voir dans l'exemple suivant. 

On a commencé ici la multiplication par le chiffre 5704 
des centaines du multiplicateur, et l'on a placé les 487 
unités du produit sous les centaines du multiplica- 22816 
teur ; mais^dans l'opération suivante , on a eu soin 456S2 
d'avancer le produit d'un rang vers la droite, c'est-à- 39928 
dire de le placer au-dessous du premier de manière 2777848 
que le dernier chiffre 2 fût au-dessous des dizaines des deux fac- 
teurs. De même , le troisième produit est avancé d'un rang vers la 
droite, par rapport au précédent. Mais dans l'usage ordinaire on 
forme les produits en allant de droite à gauche, parce que cela est 
plus naturel et plus commode. 



De quelques propriétés importantes de la multiplication. 

On est souvent conduit , dans les applications, à multiplier suc- 
cessivement plusieurs nombres entre eux. 

Soient, par exemple, les cinq nombres pris au hasard 

23, 85, 72, 49, 156. 

Former le produit de ces nombres dans l'ordre où ils sont écrits, 
c'est multiplier d'abord 23 par 35, puis multiplier ce premier pro- 
duit (805) par 72, puis multiplier ce second produit (57960) par 49, 
puis multiplier ce troisième produit (2840040) par 156, ce qui 
donne enfin 443046240 pour le produit demandé. 

Or, on pourrait, avec ces cinq facteurs, obtenir le même produit 
d'un très-grand nombre de manières : il suffirait, pour cela, d'inter- 
vertir à volonté l'ordre des multiplications successives ; et c'est ce 
qu'on exprime en disant que le produit de la multiplication de plu- 
sieurs nombres entre eux, esttoujoursle même dans quelque ordre qu'on 
effectue les multiplications. 

25. Pour nous rendre compte de cette propriété, qui joue un très- 
grand rôle dans la science des nombres, considérons d'abord le cas 
de deux facteurs, 459 et 237 , par exemple. 
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DE LA MULTIPLICATION. zo 
Si Ton conçoit l'unité écrite 459 fois 1, 1, 1, 1, 1 
sur une même ligne horizontale, et qu'on |, t\ f f f 
forme 237 lignes pareilles, il est clair i\ t\ \\ \\ t ] "" 
que la somme des unités contenues dans 1, \\ \\ \ \ 
ce tableau , est égale à autant de fois les . ' . ' , ' . ' 
459 unités d'une ligne horizontale , qu'il 

y a d'unités dans une colonne verticale, ou dans 237 ; c'est-à-dire 
que cette somme est égale au produit de 459 par 237. Mais on peut 
dire aussi que cette somme est égale à autant de fois les 237 unités 
d'une colonne verticale, qu'il y a d'unités dans une ligne horizon- 
tale, ou dans 459 ; c'est-à-dire qu'elle est égale au produit de 237 
par 459. Donc, le produit de 459 multiplié par 287 , est égal au 
produit de 237 multiplié par 459. 8 

Ce raisonnement est d'ailleurs applicable à deux autres nombres 
entiers quelconques ; donc, etc....(*). 

Pour faire connaître une première application de ce principe, supposons que la 
nature d une question ait conduit à multiplier le nombre 75 par 5642 On fera de 
préférence le produit de 5642 par 75 , parce qu'on n'aura ainsi que a^ux produiCs 
parneis â former, tandis que l'on en aurait quatre en multipliant 75 par 5642. 

26. Avant de passer à la proposition générale, nous commence- 
rons par déduire du cas particulier déjà démontré, une autre pro- 
priété qui peut s'énoncer ainsi : Multiplier un nombre quelconque par 
un prenuer facteur, puis le produit résultant par un second facteur 
revient a multiplier le nombre proposé par le second facteur' puis le 

^ J^T: fQCteur; plus ^éralement, dans 
toute multiplication de plus de deux nombres entre eux, on peut inter- 
vertir l ordre des deux derniers (acteurs, sansque leproduit soitchanoé 

Ainsi, par exemple, si l'on multiplie 48 par 15 et le produit ré- 
sultant par 24, on doit avoir le même résultat que si l'on multiplie 
48 par 24 et le produit résultant par 1 5. P 

En effet, il résulte d'abord de ce qui a été établi n° 25 que le 
produit 860 résultant de la multiplication de 15 par 24, s'obtien- 

O On pourrait déduire cette proposition de la table même de Ptthacohe en 
observant la manière dont les nombres y sont disposés (no 19) : il suffirait pour 

te 1 lononT 011 ' C€U , e t3b,e Pr ° ,0DgéC 3U dC,à d ' une ,imite convenable, 10000 
fo 10000 par exemple, s, l'on ne considérait que deux facteurs au-des ous de 

cette lumte; mais la démonstration ci-dessous nous parait préférable sous le rap! 
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drait également en multipliant 24 par 115 ; et si nous pouvons faire 
voir que le produit de 48 par 360 est le même que celui qu'on trou- 
verait, soit en multipliant 48 par 15, puis le produit résultant par 24, 
soit en multipliant 48 par 24 , puis le produit résultant par 15 , la 
proposition sera démontrée. 

Or, pour former le produit de 48 par 360, il suffit (n° 17) de poser 
les uns au-dessous des autres 860 nombres égaux à 48 , et de faire 
Addition de tous ees nombres. Mais ces 860 nombres ainsi disposés 
Arment évidemment 24 groupes de 15 nombres égaux à 48, ou 
bien 15 groupes de 24 nombres égaux à 48 (*). Ainsi l'on obtiendra 
la somme de ces 860 nombres, ou en multipliant 48 par 24 et pre- 
nant 15 fois le produit résultant, ou en multipliant 48 par 15 et 
prenant 24 fois le produit résultant ; et ces deux manières d'opérer 
conduisant évidemment au même résultat, on doit conclure que 
l'ordre des deux multiplications successives par 15 et par 24 peut 
être interverti. 

27. Remarque. — La démonstration précédente donne lieu à une 
nouvelle proposition qui nous sera également utile par la suite. 

On vient de voir que multiplier 48 par 360 , qui est le produit 
de 24 par 15, revient à multiplier 48 par 24, puis le résultat obtenu 
par 15. Mais 24 étant lui-même égal au produit de 6 par 4, on peut 
dire encore que multiplier 48 par 860, revient à multiplier d'abord 
48 par 6 , puis le résultat obtenu par 4 , et le nouveau résultat 
par 15, ou bien par 5 et ensuite par 8 (puisque 15 est égal au pro- 
duit de 5 par 3). Donc enfin, multiplier un nombre par un produit 
de deux ou de plusieurs facteurs, revient à multiplier ce nombre succes- 
sivement par chacun des facteurs. 

28. Passons actuellement à la démonstration de ce principe 
général que le produit de plusieurs nombres est toujours le même, dans 
quelque ordre qu'on effectue leur multiplication. 

Reprenons les cinq facteurs quelconques 

23, 85, 72, 49, 156. 

Il résulte du principe établi n° 26, que, dans les multiplications 
successives , on peut faire passer le facteur 156 à la place du fac- 
teur 49 ; mais on pourrait également le faire passer à la place du 

facteur 72 , puis à la place du facteur 85, puis enfin à la place du 

< 

(*) Ce raisonnement est analogue à celui que nous avons fait n° 91 pour rendre 
compte de la multiplication par les dizaines, centaines, etc., du multiplicateur. 
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facteur 2S. Par la même raison , le facteur 49 que Ton a déjà fait 
passer à la place de 156 , peut passer à la gauche de 72 , puis à la 
gauche de 85 , et ainsi de suite. On voit , en un mot , que chaque 
facteur peut occuper toutes les places possibles dans Tordre des 
multiplications successives, sans que le produit de tous ces facteurs 
cesse d'être le même. Donc, etc. 

DE LA DIVISION. 

29. Diviser un nombre par un autre , c'est (n° 9) trouver un troi- 
sième nombre, qui, multiplié par le second, reproduise le premier; ou 
bien (n° 25), c'est trouver un troisième nombre tel, que le second, mul- 
tiplié par le troisième, reproduise le premier. 

Ainsi la division a pour but : étant donnés un produit de deux fac- 
teurs et l'un de ces facteurs, déterminer l'autre; cette opération est 
donc l'inverse de la multiplication. 

Comme , dans une multiplication de nombres entiers, le produit 
se compose d'autant de fois le multiplicande qu'il y a d'unités dans 
le multiplicateur , on peut encore dire que diviser un nombre en- 
tier par un autre , c'est dierclier combien de fois le premier nombre, 
considéré comme produit, contient le second, considéré comme mul- 
tiplicande ; ce nombre de fois est alors le multiplicateur. Enfin, on 
a encore vu (n° 9 ) que diviser un nombre entier par un autre, c'est 
partager le premier nombre en autant de parties égales quil y a d'unités 
dans le seconde 

Ces deux derniers points de vue, sous lesquels on envisage quel- 
quefois la division, ne conviennent rigoureusement qu'aux nombres 
entiers, tandis que la première définition convient à tous les nom- 
bres possibles, tant entiers que fractionnaires. Toutefois, les déno- 
minations données aux termes d'une division ont été tirées des deux 
derniers points de vue. 

Ainsi , le premier nombre s'appelle dividende (nombre à diviser 
ou à partager) ; le second s'appelle diviseur; et le troisième se 
nomme quotient, du mot latin quottes, parce qu'il exprime combien 
de fois le dividende contient le diviseur. 

Il résulte évidemment de ces définitions, que, lorsqu'on aura 
obtenu le quotient , pour faire la preuve de l'opération , i7 suffira de 
multiplier le diviseur par le quotient, ou réciproquement ; et, si Vo\>è- . 
ration est exacte, on devra reproduire le dividende. 



\ 
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Réciproquement, dans la multiplication , le produit peut être 
considéré comme un dividende, le multiplicande comme le diviseur 
ou le quotient, et le multiplicateur comme le quotient ou le diviseur; 
ainsi , Ton fera la preuve de la multiplication en divisant le produit 
par l'un des facteurs; et, si l'opération est exacte, on devra reproduire 
l'autre facteur. 

Ces notions établies, passons à l'exposition du procédé de la divi- 
sion. 

30. De même que la multiplication peut s'exécuter par Yaddition 
de plusieurs nombres égaux entre eux, on pourrait aussi trouver le 
quotient d'une division par une suite de soustractions. 

En effet, qu'il s'agisse, par exemple, de diviser 60 par 12 : autant 
de fois on pourra soustraire 12 de 60 , autant de fois 12 sera con- 
tenu dans 60; ainsi, le quotient est égal au nombre de soustrac- 
tions qu'il faudra faire pour épuiser le dividende. 

Dans cet exemple , comme on est obligé ~J 

de faire 8 soustractions successives, il s'en- — 

suit que le quotient est 5. ** 1 resle * 

Mais cette manière d'obtenir le quotient -il 

serait trop longue dans la pratique , sur- ^ , 

tout si le dividende était très-grand par i?- 

rapport au diviseur. Ce qui constitue la ^ 

division proprement dite, c'est un procédé — 

spécial et abréviatif pour arriver au résul- 12 

tat cherché. il 

0 5 e . 

81. Dès que l'on connaît de mémoire tous les produits de deux 
nombres d'un seul chiffre, ou la table de Pythagore ( n° 18), on 
peut déterminer aisément le quotient de la division d'un nombre d'un 
ou de deux chiffres, par un nombre d'un seul chiffre, pourvu que ce 
quotient n'ait lui-même qu'un seul chiffre. 

Par exemple, 35 divisé par 7 donne pour quotient 5 ; ou bien on 
dit : en 85 combien de fois 7? Il y est 5 fois (parce qu'on sait que 
5 fois 7 donne 35) ; ou bien encore : le 7° de 35 est 5, parce que 
7 fois 5 font 35. 

Soit encore 68 à diviser par 9. Comme 7 fois 9 ou 63, et 8 fois 9 
ou 72 , comprennent 68 , il s'ensuit que 68 divisé par 9 donne le 
quotient 7 pour 63 avec un reste 5 ; c'est ce qu'on exprime en 
disant : le 9° de 68 est 7 pour 63, et il reste 5. 
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Pareillement , en 47 combien de fois 8? Il y est 5 fois ; ou le 8 a 
de 47 est 5. et il reste 7. 

On verra plus loin ce qu'on doit fair2 du reste, lorsque le diviseur 
n'est pas contenu exactement dans le dividende. 

32. Passons au cas où le dividende est composé de plus de deux 
chiffres, le diviseur n'ayant encore qu'un seul chiffre. 

D'après la liaison intime qui existe entre la multiplication et la 
division , il est naturel de chercher à déduire le procédé de cette 
dernière opération de celui qui a été suivi pour la multiplication. 

Pour cela, reprenons le premier exemple traité n° 19. 

II résulte de cette multiplication , que le produit 5921 3 8489 

se compose de 7 fois les unités, 7 fois les dizaines, 7 fois les 7 

centaines, 7 fois les mille du nombre 8459 ; ainsi ce pro- 59213 
duit est la somme des quatre produits partiels qui correspondent aux 
quatre chiffres du multiplicande. Donc réciproquement, étant don- 
nés le produit 592 1 3 et l'un de ses facteurs, 7 , pour retrouver l'autre 
facteur , il faut tâcher , au moins par la pensée , de décomposer 
59213 dans les quatre produits partiels, des mille, des centaines, des 
dizaines, et des unités de ce second facteur multiplié par le premier ; 
prenant alors le 7 e de chacun de ces produits, et réunissant les quo- 
tients partiels, on obtiendra le quotient total ou le second facteur. 

Voici comment on dispose l'opération : 

On écrit le diviseur à la droite du dividende, on les sépare par 
un trait vertical , puis on tire une barre horizontale au-dessous du 
diviseur. 

Cela posé , on prend à la gauche du divi- 
dende les deux premiers chiffres formant 59213 
59 mille, qu'on regarde comme le premier 32 
produit partiel; et l'on dit : en 59 combien 41 
de fois 7? ou plutôt (pour se conformer à l'u- 63 
sage suivi, lorsque le diviseur est d'un seul 0 
chiffre) : le 7 e de 59 est 8 pour 56. Le quotient 8 ainsi obtenu exprime 
les mille du quotient total (*) et s'écrit sous le diviseur, comme on 

(*) On prouverait, si cela était nécessaire, que ce chiffre 8 est le véritable chif- 
fre de» mille du quotient, en faisant voir qu'il n'est ni trop fort ni trop faible. Or, 
il n'est pas trop fort, puisque le produit de 7 par 8000, ou 56000, peut élre sous- 
trait du dividende total ; et il n'est pas trop faible, car le produit de 7 par 9000 
est G3000, nombre plus grand que le dividende, et qui ne peut par conséquent eu 
élre soustrait. 



8459 
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le voit ci-dessus ; on retranche le produit 56 de 59 , ce qui donne 
pour reste 3 mille, qu'on doit regarder comme provenant de la 
retenue faite dans la multiplication des centaines du quotient 
par 7. 

On abaisse à coté du 3 le chiffre 2 des centaines du dividende, 
ce qui donne 82 centaines, qu'on regarde comme le second produit 
partiel ; et l'on dit : le T de 82 est 4 pour 28 ; on écrit le chiffre 4, 
qui doit exprimer les centaines du quotient, à la droite du chiffre 8 ; 
ensuite on retranche le produit 28 du dividende partiel 82, ce qui 
donne le reste 4 centaines, représentantes retenues faites dans la 
multiplication des dizaines du quotient par 7. 

On abaisse à coté du nouveau reste 4, le chiffre 1 des dizaines du 
dividende, ce qui donne 41 dizaines, et l'on dit : le 7 e de -41 est 5 
pour 85 ; on écrit le chiffre 5 à la droite des deux précédents, comme 
exprimant les dizaines du quotient ; on retranche le produit 85 du 
dividende partiel 41 ; le reste 6 exprime les dizaines provenant de la 
multiplication des unités du quotient par le diviseur. 

Enfin, l'on abaisse à côté du chiffre 6 le chiffre 8, et l'on dit : 
le 7° de 63 est 9 exactement ; on écrit ce chiffre 9 à côté des trois 
précédents, comme exprimant les unités du quotient ; on retranche 
le produit 63 du dividende partiel 63 ; et comme on obtient 0 pour 
reste, il s'ensuit que 8459 est le quotient demandé. 

En effet, il résulte évidemment de toutes les opérations précé- 
dentes , qu'on a successivement retranché du dividende 59218, 
7 fois 8 mille , 7 fois 4 centaines , 7 fois 5 dizaines, 7 fois 9 unités; 
et puisque , après toutes ces opérations , il ne reste rien , il s'ensuit 
que 59218 est égal au produit de 8459 par 7, ou de 7 par 8459 ; 
ainsi, ce dernier nombre est bien le quotient cherché. 

Soit, pour second exemple, à diviser 754264 par 8. 

La première difficulté qui se présente ici, 754264 
est de connaître la nature des plus hautes 84 
unités du quotient, et d'en déterminer le 22 
nombre. Pour y parvenir, observons que , si 66 
le premier chiffre à gauche du dividende 24 
était plus fort que le diviseur, ou lui était 0 
égal, le quotient total renfermerait alors des unités de même espèce 
que celles du chiffre que l'on considère dans le dividende ; cela est 
évident. Mais comme , dans cet exemple , le premier chiffre 7 est 
plus faible que 8 .. on doit conclure que les plus hautes unités du 
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quotient ne peuvent être que des unités de la nature du second chif- 
fre à gauche dans le dividende. Alors, on prend les deux premiers 
chiffres formant 75 dizaines de mille, et l'on dit : le 8 e de 75 est 9 
pour 72 ; donc le quotient total renferme 9 dizaines de mille , puis- 
qu'on peut soustraire 8 fois 9 ou 72 dizaines de mille, du dividende ; 
on écrit alors 9 sous le diviseur; on retranche le produit 72 mille, 
du dividende partiel 75 ; le reste 8 qu'on obtient, provient des rete- 
nues de la multiplication des mille du quotient total par 8. 

On abaisse à côté du reste 8 le chiffre suivant 4 du dividende, et 
Ton dit : le 8 e de 84 mille est 4 pour 32; et l'on écrit 4 sous le divi- 
seur et à droite du chiffre 9 ; retranchant le produit A fois 8 , ou 82 
de 34, on a pour reste 2, à côté duquel on abaisse le chiffre 2 dos 
centaines du dividende; puis on opère sur le nouveau dividende 
partiel 22, comme sur le précédent, et l'on continue ces opérations 
jusqu'à ce qu'on ait- abaissé le dernier chiffre A du dividende ; on 
obtient ainsi pour le quotient demandé, 94283. 

— 

Preuve* 

, . 94283 

8 

'764264 

Dans la pratique, toutes les fois que le diviseur n'est que d'un 
seul chiffre, on abrège l'opération ainsi qu'il suit : 

Soit, pour troisième exemple, à diviser 45237824 par 6. 

Après avoir souligné le divi- 
dende , on dit : le 6° de 45 est 7 45237824 \ 6 
que l'on écrit au-dessous de 45, quotient. . 7 539554 

et il reste 3 , qu'on réunit par 6 preuve. 

la pensée au chiffre suivant 2 , 45237324 
ce qui donne 82 ; le 6° de 32 

est 5 qu'on écrit à la droite de 7, et il reste 2, qui réuni au chiffre 8, 
forme 23 ; le 6° de 28 est 8, que l'on écrit à la droite des deux chif- 
fres précédents , et il reste 5 , qui suivi du chiffre 7 , donne 57 ; le 
6 e de 57 est 9 pour 54, et il reste 3, qui suivi du chiffre 8, donne 33 ; 
le 6 e de 33 est 5 pour 80, et il reste 8 , qui suivi du chiffre 2, 
donne 32 : le 6° de 82 est 5 pour 30 ; enfin , le 6 e de 24 est 4. 
Donc le quotient clierchê est 7539554. En effet, si l'on multiplie ce 
dernier nombre par 6, on trouve pour produit, 45237324. 
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Pareillement, le 8 e du nombre 9723847 [ 8 

est 1215705... 7 

et il reste 7. 

Preuve par la multiplication 8 

N. B. — Dans cet exemple , lorsqu'on est 9725640 
parvenu au chiffre 7 des centaines du quo- 7 
tient , comme on n'obtient pas de reste , et 9725647 
que le chiffre suivant, 4, est plus petitque 8, 
cela indique qu'il n'y a pas de dizaines au quotient ; alors on met 
un 0 pour en tenir lieu ; puis, faisant suivre le chiffre 4 du chiffre 7 
des unités, ce qui donne 47, on dit : le 8 e de 47 est 5, que l'on écrit 
à la droite du 0, et H reste 7. 

8S. Venons au cas où le dividende et le diviseur sont composés de 
plusieurs chiffres. 

Pour découvrir le procédé de l'opération, proposons-nous de mul- 
tiplier les nombres 594 et 437 ; après quoi nous vérifierons le ré- 
sultat au moyen de la division. 

Il résulte de cette multiplication , que le 
produit 259578 se compose des trois produits 594 
partiels du multiplicande 594 par les unités, les 437 
dizaines, et les centaines du multiplicateur 437. 41 58 

Donc réciproquement, étant donnés le pro- 1782 
duit 259578 et l'un de ses facteurs 594 , pour 2876 
trouver le second facteur, ou le quotient de la 259578 
division du premier nombre par le second , il 
faut tâcher de mettre en évidence dans le pro- 
duit 259578, les trois produits partiels dont il se compose. La chose 
ne parait pas facile, à cause des réductions qui se sont opérées en- 
tre les chiffres dans l'addition des produits partiels ; cependant on 
y parvient en raisonnant comme il suit : 

Le produit partiel de 594 par les centaines du 
quotient, ne pouvant donner moins que des 

centaines, se trouve nécessairement compris — 

dans les 2595 centaines du dividende. Cela 

1 782 

posé, je dis que, si l'on cherche le chiffre qui v 
exprime le plus grand nombre de fois que 594 Il "8 
est contenu dans 2595 , ce chiffre sera celui — — 
des centaines du quotient total. 
D'abord, ce chiffre n'est pas ^«5 fort que le chiffre des centaines, 
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puisque son produit par 594 , donnant un nombre plus petit que 
2595 centaines, le quotient total est au moins égal à autant de fois 
100 qu'il y a d'unités dans ce chiffre. En second lieu, ce chiffre 
n'est pas plus faible que le chiffre des centaines, puisque, si on l'aug- 
mentait seulement d'une unité , le produit du nouveau chiffre par 
594 donnerait au moins 2596 centaines , et ne pourrait par consé- 
quent être soustrait du dividende 259578 ; ainsi , ce chiffre doit 
être celui des centaines du quotient. 

La difficulté, pour déterminer le chiffre des centaines du quotient, 
consiste donc à chercher combien de fois 2595 contient 594, ou , 
ce qui revient au même , à chercher le chiffre qui , multiplié par 
594, donne le plus grand produit contenu dans 2595. On pourrait 
d'abord obtenir ce chiffre en soustrayant successivement et autant 
de fois que possible, 594 de 2595; mais on simplifiera cette 
recherche en observant, d'après la règle (n° 19) de la multipli- 
cation d'un nombre de plusieurs chiffres par un nombre d'un seul, 
que 25 est, à quelques unités près provenant des réductions, le 
résultat de la multiplication du chiffre 5 de 594 par le chiffre cher- 
ché. Or, si l'on divise 25 par 5, on obtient pour quotient, 5 qui est 
évidemment un chiffre trop fort : car, dans la multiplication de 594 • 
par 5, le produit de 9 par 5 est 45 dizaines, ce qui donne 4 centaines 
à reporter sur le produit de 5 par 5 ou 25. Essayons donc 4 ; le pro- 
duitde 594 par4est 2876, nombre qui est plus petit que 2595, et qu'on 
écrit alors au-dessous de ce dernier nombre ; ainsi, 4 est le véritable 
chiffre des centaines du quotient ; c'est pourquoi on l'écrit sous le 
diviseur, comme on le voit cwlessus. (On voit d'ailleurs que 2876 
est le 8 e produit partiel qu'on a obtenu en multipliant 594 par 487. ) 

Soustrayant 2876 de 2595 , et abaissant à côté du reste 219 les 
chiffres suivants du dividende, on a 21978, nombre qui se compose 
encore de la somme des produits partiels de 594 par les dizaines et 
par les unités du quotient. 

Pour obtenir les dizaines, on raisonnera comme précédemment. 
Le produit de 594 par des dizaines , ne pouvant donner d'unités 
d'aucun ordre inférieur à celui des dizaines , se trouve nécessaire- 
ment dans les 2197 dizaines du nouveau dividende; et si l'on cher- 
che le chiffre qui exprime le phis grand nombre de fois que 594 est 
contenu dans 2197 , ce chiffre sera celui des dizaines du quotient. 
D'abord, il n'est pas trop fort, puisque son produit par 594 pou- 
vant être soustrait de 2197 dizaines, le quotient est au moins égal à 
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autant de dizaines qu'il y a d'unités dans ce chiffre. Ensuite, il n'est 
pas trop faible, puisque, si on l'augmentait seulement d'une unité , 
le produit du nouveau chiffre par 594 donnerait au moins $198 
dizaines et ne pourrait plus être soustrait du dividende 21978. 

Voyons donc combien de fois 2197 contient 594 , ou plutôt, d'a- 
près l'observation faite ci-dessus, combien de fois 21 contient 5. 
On trouve 4 ; mais dans la multiplication de 59-4 par 4, le produit 
de 9 par 4 est 36, ce qui donne 3 centaines à reporter sur le produit 
de 5 par 4, ou 20; ainsi 4 est trop fort. Essayons 3 ; le produit de 594 
par 3 est 1782, nombre plus petit que 2197 (on l'écrit alors sous 
2197 ) : ainsi, 3 est le chiffre des dizaines du quotient ; et on le place 
à la droite du chiffre 4 déjà trouvé. ( Le produit 1782 est d'ailleurs 
le 2° produit partiel de la multiplication de 594 par 437. ) 

Soustrayant 1782 de 2197 , et abaissant à côté du reste 415 le 
chiffre 8 du dividende, on obtient 4158, nombre qui représente le 
produit partiel de 594 par les unités du quotient. 

Cherchant enfin combien de fois 4158 contient 594 , ou plutôt , 
combien de fois 41 contient 5 , on trouve 8 ; mais 8 est trop fort , 
comme il est aisé de le voir ; essayons 7 : le produit de 594 par 7 
est 4158, nombre qui, soustrait de la partie restante du dividende, 
donne pour reste 0; ainsi 7 est le chiffre des unités du quotient; 
donc 437 est le quotient demandé. 

En effet, il résulte évidemment des opérations précédentes, qu'on 
a soustrait successivement du dividende 239578 les produits par- 
tiels de 594 par 4 centaines, 3 dizaines, 7 unités; et puisque, après 
toutes ces opérations, il ne reste rien, il s'ensuit que 259578 esf 
égal au produit de 594 par 437. 

34. Soient maintenant deux nombres, 3844637 et 657, pris au ha- 
sard; et proposons-nous de diviser le premier par le second. 
La première difficulté que présente cette •o 1 , M - 
ion , consiste à déterminer lWre des h 4 ; 



3285 

plus hautes unités du quotient, et le nombre 
de ces plus hautes unités. Il est d'abord évi- 
dent que, si l'on prenait à la gauche du divi- 
dende autant de chiffres qu'il y en a dans le 
diviseur, c'est-à-dire trois, et que l'ensemble 
de ces chiffres contint le diviseur, le quotient 
cherché aurait des dizaines de mille; mais 
comme il n'en est pas ainsi dans cet exemple, 



559637 
5256 

8285 
1187 
657 
530 



657 



5851 
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le quotient renferme au plus des unités de mille ; il en contient au 
moins une, puisque le produit de 657 par 1000, ou 657000, est évi- 
demment plus petit que le dividende ; ainsi, nous sommes certains 
déjà que le quotient se compose de mille, centaines, dizaines, et unités» 
Pour trouver les mille, remarquons que le produit de 657 par des 
mille, ne pouvant donner moins que des mille, se trouve nécessai- 
rement dans les 3844 mille du dividende ; et si l'on cherche le chif- 
fre qui exprime le plus grand nombre de fois que 6157 est contenu 
dans 3844 , ce chiffre sera celui des mille du quotient. D'abord, ce 
chiffre n'est pas trop fort, puisque son produit par 657 donnant moins 
que 3844 mille, peut être soustrait du dividende, et qu'ainsi, le 
quotient est au moins égal à autant de fois 1000 qu'il y a d'unités 
dans ce chiffre ; il n'est pas trop faible, car si on l'augmentait seu- 
lement d'une unité , le produit par 657 donnerait au moins 3845 
mille , et ne pourrait être soustrait du dividende. » 

Cherchons donc combien de fois 3844 contient 657 , ou simple- 
ment , combien de fois 38 contient 6. On trouve 6 ; mais 6 est trop 
fort : car dans la multiplication de 657 par 6, le produit de 5 par 6 
est 80, ce qui donne 3 centaines à reporter sur le produit de 6 par 6 
ou 36. Essayons donc 5 ; le produit de 657 par 5 est 3285 ( qu'on 
écrit au-dessous de 3844) ; et Ton place 5 au quotient, comme expri- 
mant les mille du quotient total. 

Soustrayant 3285 de 3844, et abaissant à côté du reste 559 les 
autres chiffres du dividende, on obtient 559687, nombre qui se 
compose encore des produits partiels de 657 , par les centaines, les 
dizaines, et les unités du quotient, et sur lequel il faut par consé- 
quent raisonner et opérer comme sur le dividende primitif. 

Pour obtenir les centaines, on prend les 5596 centaines du nou- 
veau dividende ; et l'on cherche combien de fois 5596 contient 657, 
ou simplement , combien de fois 55 contient 6. On trouve 9 pour 
quotient ; mais 9 est évidemment trop fort. Essayons 8 : le produit 
de 657 par 8 est 5266, nombre plus petit que 5596 ; ainsi , 8 est le 
chiffre des centaines du quotient; écrivons ce chiffre à côté du chif- 
fre déjà trouvé, et plaçons d'ailleurs le produit 5256 sous 5596, pour 
soustraire le premier nombre du second. 

Effectuant cette nouvelle soustraction , et écrivant à côté du 
reste 340 , les autres chiffres 87 du dividende , on obtient 84037 , 
nombre qui contient encore les produits partiels de 657 par les 
dizaines et les unités du quotient. 
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Divisant 8408 par 657 , ou plutôt 84 par 6. on trouve 5. Le pro- 
duit de 657 par 6 est 8285, nombre plus petit que 8408 : ainsi, 
5 est le chiffre des dizaines, et on l'écrit à la droite des deux précé- 
dents ; puis on place le produit 8285 sous 3408 , et Ton fait cette 
nouvelle soustraction. 

Écrivant à côté du reste 118 le dernier chiffre 7 du dividende , 
on obtient 1187 , nombre qui contient évidemment 657 une fais; 
ainsi 1 est le chiffre des unités du quotient , et on le place à la 
droite des trois précédents ; ce qui donne 5851 pour le quotient de- 
mandé. 

Soustrayant d'ailleurs 657 de 1187, on trouve pour reste 580, ce 
qui indique que le dividende proposé est compris entre le produit 
de 657 par 5851 et celui de 657 par 5852. 

On peut d'ailleurs vérifier l'opération , en multipliant 657 par 
5851, ou 5851 par 657, et ajoutant au produit le reste 580. 
Voici les détails de cette preuve : 

5851 

657 

40957 
29255 
85106 

580 

8844687 

/V. B. — On peut observer que , dans le cours des opérations, il 
suffit de descendre à côté de chaque reste le chiffre suivant du divi- 
dende ; et l'on continue ainsi jusqu'à ce qu'on les ait abaissés tous. 

85. La détermination de chaque quotient partiel d'après le moyen 
indiqué jusqu'à présent , exige un tâtonnement plus ou moins long; 
et encore n'est-on bien sûr de l'exactitude du chiffre essayé , qu'a- 
près que l'on a pu soustraire du dividende partiel le produit du 
diviseur par ce chiffre. 

Il existe toutefois un moyen de s'assurer si le chiffre qu'on essaye 
est&on, avant d'entreprendre la soustraction dont nous venons de 
parler. Ce moyen consiste à diviser par la pensée le dividende partiel 
par le chiffre , en opérant comme dans le 8* exemple du n° 82 , à 
pousser celte opération tant que les chiff res obtenus au quotient de cette 
division mentale, S07it les mêmes que les chiffres correspondants du 
diviseur proposé, et à s'arrêter du moment où l'un des chiffres obtenus 
est plus grand ou plus petit que le chiffre correspondant du diviseur. Si 
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le chiffre est plus grand, nul doute que le chiffre essaye ne soit bon; 
si le chiffre est plus petit, on peut également affirmer que le chiffre 
essayé est trop fort; on le diminue alors d'une unité; puis on opère sur 
le nouveau chiffre comme sur le précédent. 

Soit, pour exemple, à diviser 137886 par 1588. 

Le premier dividende partiel étant 13788, 137886 I 1583 
on est conduit à dire : en 13 combien de 12(104 | 87 
fois 1 ? 13 fois. Mais le premier quotient par- 1 1 196 
tiel ne pouvant être que 9 au plus , il faut 11081 
essayer 9 ; et pour cela , on dit : le 9° de 13 115 
est 1 pour 9 , et il reste 4 ; le 9 e de 47 est 5 
pour 45 , et il reste 2 ; le 9° de 28 est 3 , chiffre plus petit que le 
8° chiffre 8 du diviseur proposé; donc 9 eslirop fort, carie 9 e de 18788 
étant moindre que ce diviseur, on ne peut soustraire que 9 fois 
celui-ci du dividende partiel. Essayons maintenant 8 ; or le 8* de 
13 est 1 pour 8, et il reste 5 ; le 8 e de 57 est 7, chiffre plus grand 
que le 2 e chiffre 5 du diviseur proposé ; ainsi le chiffre 8 est bon, 
puisque, le 8* de 13783 surpassant le diviseur proposé, on peut 
soustraire 8 fois ce diviseur du dividende partiel. 

Multipliant 1583 par 8 et soustrayant le produit 12664 du divi- 
dende partiel , on obtient pour reste , 1119, et pour second divi- 
dende partiel, 11196. 

On dit ensuite : en 11 combien de fois 1 ? 1 1 fois ; mais il est 
évident que le 2° quotient partiel ne peut être que 8 au plus, puis- 
que le nouveau dividende partiel est moindre que le premier. Es- 
sayons donc 8 ; or, le 8 e de 1 1 est 1 pour 8, et il reste 8 ; le 8° de 81 
est 3, chiffre plus petit que le 2 e chiffre du diviseur proposé; d'où 
l'on conclut que 8 est trop fort, puisqu'on ne saurait soustraire 8 fois 
ce diviseur du second dividende partiel. Essayons maintenant 7; 
or, le 7° de 1 1 est 1 pour 7, et il reste 4 ; le 7 e de 41 est 5 pour 35, 
et il reste 6 ; le 7 e de 69 est 9, chiffre plus grand que le 8 B chiffre 8 
du diviseur primitif ; donc le chiffre 7 est bon, puisque le 7 e de 
11196 étant plus grand que 1583, on peut soustraire 7 fois ce der- 
nier nombre de 11196. 

Multipliant 1583 par 7 et soustrayant le produit 11081 de 11196, 
on obtient pour reste 1 15, et pour quotient cherché, 87. 

N. B. — Quand on est obligé de pousser l'essai jusqu'au chiffre 
des unités du premier ordre, il en résulte cet avantage, oue la sous- 
traction se trouve toute faite. 
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Ainsi, pour diviser 12670 par 1583, après avoir constaté que » 
serait trop fort , on essaye 8 en disant : le 8 e de 12 est 1 pour 8 , 
et il reste 4 ; le 8 e de 46 est 8 pour 40 , et il reste 6 ; le 8° de 67 
est 8 pour 64 , et il reste 3 ; le 8 8 de 30 est 3 pour 94 , et il 
reste 6. 

On reconnaît donc à la fois que le quotient est 8 , et que le reste 
de la soustraction est 6 ; c'est-à-dire que le dividende contient 
8 fois le diviseur, et en outre 6 unités. 

36. Règle générale. — Pour diviser deux nombres entiers l'un 
par l'autre, écrivez le diviseur à la droite du dividende ; séparez-les 
pat un trait vertical, et tirez une barre au-dessous du diviseur. 

Gela fait, prenez à la gauche du dividende autant de chiffres qu'il y 
en a dans le diviseur, ou un déplus si l'ensemble de ces premiers chif- 
fres est plus petit que le diviseur; vous obtenez ainsi un premier divi- 
dende partiel dont le # cliiffre à droite exprime des unités de même 
ordre que les plus hautes unités du quotient. Cherchez (n° 35) com- 
bien de fois ce dividende partiel contient le diviseur. Ce quotient obtenu, 
écrivez-le sous le diviseur; multipliez le diviseur par ce chiffre, et sous- 
trayez le produit, du premier dividende partiel. 

abaissez à côté du reste le chiffre suivant du dividende, ce qui 
donne un second dividende partiel. Chercliez, comme précédemment, 
combien de fois ce second dividende partiel contient le diviseur, et écri- 
vez ce nouveau quotient à la droite du premier; multipliez le diviseur par 
ce second quotient, et retranchez le produit, du second dividende partiel. 

abaissez à côté de ce second reste le chiffre suivant du dividende, ce 
qui donne un troisième dividende partiel, sur lequel vous opérez 
comme sur les précédents. 

Continuez cette série d'opérations jusqu'à ce que vous ayez abaissé 
le dernier chiffre, en ayant soin, à chaque opération, d'écrire le 
quotient que vous obtenez , à la droite des précédents, afin de donner à 
ceux-ci leur véritable valeur. Si, après toutes ces opérations, il ne 
reste rien, la division est dite exacte. Si vous obtenez un reste, vous 
l'ajoutez , dans la preuve , au produit du diviseur par le quotient 
trouvé. 

37. Après s'être bien familiarisé avec les diverses parties de ce 
procédé, on peut encore abréger beaucoup les opérations partielles 
en effectuant les multiplications et les soustractions tout à la 
fois, comme on va le voir dans l'exemple suivant, qui est un des 
plus difficiles qu'on puisse se proposer. 



i 
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Diviser 9619475 par 2789. 

Je prends d'abord les quatre premiers chiffres à gauche du divi- 
dende , puisque leur ensemble contient le diviseur ; et je divise 
9689 par 2789, ou simplement 9 par 2; il vient 4 pour quotient; 
mais il est aisé de voir (n° 35) que ce chiffre 9639475 I 2789 
est trop fort. J'essaye donc 3 , qui est le vé- 12724 I 3456 
ritable chiffre , car le tiers de 9 est 8 , chiffre 15687 
plus grand que le premier chiffre 2 du divi- 17425 
seur. 691 

Cela posé , au lieu de multiplier 2789 par 3 et d'écrire le produit 
sous 9639, pour en faire la soustraction, j'opère ainsi qu'il suit : je 
dis 3 fois 9 font 27 ; ôtez 27 de 9 (dernier chiffre à droite de 9639), 
cela ne se peut ; je suppose 9. augmenté de 2 dizaines , ce qui 
donne 29, et je retranche 27 de 29 ; il reste 2 que j'écris au-dessous 
de 9639, après avoir souligné ce dernier nombre. Observons main- 
tenant que les 2 dizaines ajoutées sont censées avoir été empruntées 
sur le chiffre 3, qui ne vaut plus que 1 ; mais (n° 14) il revient évi- 
demment au même, et cela est plus commode, de retenir les 2 dizai- 
nes pour les joindre au produit des dizaines du diviseur par le quo- 
tient 3, et pour soustraire le tout, des dizaines du dividende 9639, 
prises en totalité. 

Je dis donc ensuite 3 fois 8 font 24 , et 2 de retenue font 26 ; 
26 de 3, cela ne se peut ; mais empruntant 3 centaines sur le chiffre 
des centaines du dividende partiel, j'obtiens 33 , et je soustrais 26 
de 33 ; il reste 7, que j'écris sous le 3 du dividende partiel ; je re- 
tiens d'ailleurs les 3 centaines. 

3 fois 7 font 21 , et 3 de retenue font 24 ; 24 de 6 , cela ne se 
peut ; mais 24 de 26 , il reste 2, que j'écrjs sous le 6 du dividende 
partiel, et je retiens 2 mille. 

Enfin, 3 fois 2 font 6, et 2 de retenue font 8 ; 8 de 9, il reste 1 , 
que j'écris sous le 9. 

Il reste donc 1272; à coté de ce nombre j'abaisse le chiffre 4 du 
dividende ; ce qui donne le second dividende partiel 12724 , sur le- 
quel j'opère de la même manière. 

En 11724 combien de fois 2789 , ou en 12 combien de fois 2? II 
y est 6 fois ; or 6 et même 5 sont trop forts , comme il est aisé de 
le reconnaître (n° 35) ; mais 4 est bon , et j'écris 4 à la droite du 3 , 
au quotient ; et je dis 4 fois 9 font 36 ; 36 de 4 , cela ne se peut ; 
mais 36 de 44, il reste 8, que j'écris au-dessous du 4, et je retiens 4. 

AKITHMfcTIQlE. 4 
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4 fois 8 font 32, et 4 de retenue font 36 ; 86 de 2 , cela ne se 
peut; mais 36 de 42 , il reste 6 , que j'écris au-dessous du 2, et je ~ 
retiens 4. 

4 fois 7 font 28 , et 4 de retenue font 32 ; 32 de 87 , il reste 8 , 
que j'écris sous le 7, et je retiens 3. 

Enfin, 4 fois 2 font 8, et S de retenue font il; il de 12, il 
reste 1 , que j'écris sous le 2. 

Le reste de cette nouvelle opération est 1868 , à coté duquel j'a- 
baisse le chiffre suivant du dividende, et j'ai 15687 pour froisse 
dividende partiel , sur lequel j'opère de la même manière , ainsi que 
sur les suivants , et j'obtiens enfin pour quotient , 3456 , avec le 
reste 691. 

Voici le tableau des opérations pour un nouvel exemple : 

200658969 | 8P>837 
147896 5037 
278859 
0 

38. Première remarque sur la division. — Ce dernier exemple 
donne lieu à une observation importante : 

Après avoir trouvé pour premier quotient 5 , et pour premier 
reste 1473 , on abaisse à côté de ce reste le chiffre suivant, ce qui 
donne pour second dividende partiel 14739. Or, ce dividende par- 
tiel ne contient pas le diviseur ; donc le quotient total n'a pas de 
centaines , puisque , s'il en avait seulement une , son produit par 
39837 devrait pouvoir être soustrait du dividende partiel 14739 ; 
ce qui n'a pas lieu. Mais pour conserver au chiffre 5 du quotient la 
valeur qu'il doit avoir, il faut écrire au quotient un 0 qui tienne lieu 
des centaines; et abaissant ensuite a côté de 14739 le chiffre sui- 
vant 6 du dividende, on continue l'opération ; ce qui donne succes- 
sivement le chiffre des dizaines et le chiffre des unités. 

En général, toutes les fois qu'en abaissant à côté d'un reste, le 
chiffre suivant, on obtient un nombre moindre que le diviseur, 
cela indique que le quotient n'a pas d'unités de l'ordre du chiffre 
abaissé ; alors on met au quotient un 0, pour tenir la place des unités 
qui manquent , et donner ainsi aux chiffres significatifs déjà trou- 
vés, leur valeur relative. On abaisse ensuite à côté de ce dividende par- 
tiel, un nouveau chiffre, et Von continue Vopération. 

39. Seconde remarque. — Lorsqu'une opération partielle a été bien 
faite, c'est-à-dire lorsque le chiffre du quotient, relatif à cette 
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opération, a été exactement déterminé, on ne peut pas, dans l'opéra- 
tion .suivante, trouver plus de 9 au quotient : car supposer que Ton 
pût obtenir seulement 10 , ce serait supposer que le chiffre précé- 
dent est trop faible d'une unité. 

Il existe d'ailleurs un signe certain auquel on reconnaît qu'un 
chiffre du quotient est bien déterminé; c'est lorsqu'en soustrayant 
le produit partiel du diviseur par ce chiffre, on obtient un reste moin- 
dre que le diviseur . Si ce reste est supérieur ou égal au diviseur , il 
faut augmenter d'une unité le chiffre trouvé d'abord. 

40. Comme, dans les trois premières opérations de l'Arithmétique, 
les calculs s'effectuent à commencer par la droite, il est naturel 
de demander pourquoi , dans la division , on commence au con- 
traire par la gauche. Pour répondre à cette question, il faut observer 
que, le dividende étant la somme des produits partiels du diviseur 
par les unités, les dizaines, les centaines, etc., du quotient, tous ces 
produits partiels se fondent les uns dans les autres ; et il n'est pas 
possible de mettre d'abord en évidence le produit du diviseur par les 
unités, le produitparles dizaines, etc. ; tandis que, d'après le procédé 
indiqué précédemment, on détermine sur-le-champ dans quelle 
partie du dividende se trouve le produit par les unités les plus f ortes. 

(Au reste, on pourrait commencer l'opération par la droite , en 
l'effectuant par des soustractions successives, comme on l'a indiqué 
n°80.) 

41. Donnons maintenant quelques usages de la multiplication et 
de la division. 

Première question. — On demande le prix de 2504 toises d'un 
certain ouvrage, en supposant que la toise coûte 47 francs? 

Puisque chaque toise coûte 47 francs, il est clair qu'en répétant 
cette valeur 2564 fois, on aura le prix des 2564 toises. Ainsi il 
suffit d'effectuer le produit de 47 par 2564 , ou plutôt (n° 25) le 
produit de 2564 par 47 ; et ce produit exprimera le nombre de francs 
demandé. 

Voici l'opération, et sa preuve j>ar la division : 



2564 120508 
47 265 



47 

*§<n 



17948 300 
10256 188 
120508 000 
Donc, 2564 toises ont coûté 120508 fr. 
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Seconde question. — La toise d'un certain ouvrage en maçonnerie 
coûte 89 francs; on demande combien on fera cmstruire de toises pour 
8895 francs? 

11 est clair qu'autant de fois 89 sera contenu dans 8895 , autant 
de toises on pourra faire construire ; ainsi, il suffit de diviser 8395 
par 89 ; et le quotient qu'on obtiendra sera le nombre de toises de- 
mandé. . 

&9 Preuve. . . 215 



8395 

59 215 H 
205 7935 

10 645 

10 



Comme on obtient, outre le quotient 215, un reste 10 , il 
savoir l'usage qu'on doit faire de ce reste. 

Observons que, si le dividende renfermait 10 francs de moins, il 
serait le produit exact de 89 par 215 ; ainsi , le nombre de toises 
demandé serait 215; mais comme on a 10 francs de plus, il s'agit 
de déterminer la fraction de toise qu'on peut faire construire avec 
ces 10 francs. 

Or, avec un franc , on aurait évidemment ^ de toise , puisqu'on 



a une toise pour 89 francs ; donc avec 10 francs, on doit avoir 10 fois 

~ ou ~ de toise [voyez n° 8); ainsi 215 toises plus |? de toise , 

forment le résultat demandé. 

Tel est , en général, l'usage qu'on doit faire du reste d'une divi- 
sion , lorsqu'en effectuant cette opération, on a en vue de résoudre 
une question relative à des nombres concrets : 

On conçoit l'unité du quotient (dont la nature est toujours déter 
minée par l'énoncé de la question) divisée en autant de parties égale*, 
qu'il y a d'unités dans le diviseur; on prend l'une de ces parties autant 
de fois qu'il y a d'unités dans le reste de la division; puis on ajoute la 
qui en résulte au nombre entier déjà obtenu. 

question. — On a payé 21478 fr.pour 895 aunes d'une 
certaine étoffe; on demande le prix de l'aune de cette étoffe? 

Si l'on connaissait le prix de l'aune , en le répétant 895 fois , on 
devrait reproduire 21478 francs} ainsi, il suffit encore de diviser 
21478 par 895. 
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8578 
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28 »• m 23 

89» ' 2685 

1790 
893 

Comme le dividende , outre le produit de 895 par 23 , contient 
encore 893 francs, il s'ensuit que le prix de l'aune est 23 fr., plus 
une fraction qu'il s'agit de déterminer. 

Pour y parvenir, remarquons que-^ répété 895 fois , donne 1 ; 

893 * 
ainsi , ^— répété 895 fois , donne 893 ; et par conséquent , 23 plus 



£ô|7 est un nombre qui, multiplié par 895 , reproduit 21478. Donc 

893 

enfin, le prix demandé est 23 francs plus de franc. 
Ce résultat s'accorde avec la règle établie dans l'exemple précé- 



Quatrième question. — Supposons que 498 personnes aient à par- 
tager également une somme de 1348708 francs; on demande la part qui 
revient à chacune ? 

1348708 | 498 2708 
3527 | 2708* {Jl 498 
4108 21664 
124 24372 

* 10832 

124 



1848708 

Le quotient de cette division étant 2708, et le reste 124, on peut 
déjà conclure que , si la somme à partager était diminuée de 1 24 
francs, chaque personne aurait pour sa part, 2708 francs. Haiscomme 
la somme renferme 124 francs de plus que le produit de 2708 par 498, 
il s'ensuitque chaque personne doit avoir 2708 fr. , plus une partie des 
124 francs. Pour se former une idée de cette partie, on peut d'abord 
considérer le nombre 124 comme un tout qu'il faut diviser en 498 parties 
égales, et Vune de ces parties est la fraction qui doit compléter le q uotien t ; 
mais il est plus simple (n° 8) de concevoir l'unité, qui est ici le franc, 
divisée en 498 parties égales appelées 498 , " w , et de prendre 124 de ces 
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parties, ce qui donne -^g pour la fraction à ajouter au quotient 
entier. 

42. IV. B. — Ce dernier exemple nous conduit à une remarque 

dont nous ferons souvent usage ; c'est que, diviser le nombre 12-4 

en 498 parties égales, revient à prendre 124 fois la 498* partie de 

l'unité. En effet, si , au lieu de 124 , on avait seulement 1 à diviser 

1 

en 498 parties égales, chaque partie serait — ; mais comme le nom- 
bre à partager est 124 fois plus grand, on conçoit que le résultat 
du partage doit être 124 fois plus grand , ou égal à 124 fois 

124 

ou bien enfin, à -y— . 

498 

De même, diviser 15 en 28 parties égales, revient à prendre 15 
fois la 28° partie de l'unité. Car, si l'on avait seulement 1 à diviser 

en 28 parties égales, chaque partie serait égale à ^ ; mais comme 

on a à partager 15, ou un nombre 15 fois plus grand , le résultat 

1 15 

doit être égal à 15 fois ^ , ou à^g. 

En général , diviser un nombre en autant départies égales qu'il y a 
d'unités dans un autre, revient à diviser l'unité en autant de parties 
égales qu'il y a d'unités dans le second, et à prendre l'une de ces parties 
autant de fois qu'il y a d'unités dans le premier, 

- 

Autres principes sur .la multiplication et la division. 

« 

43. Des propositions démontrées n~ 25.... 28, on déduit quel- 
ques conséquences qu'il est bon de faire connaître, parce qu'elles 
sont d'un usage continuel en Arithmétique. 

Observons avant tout que , d'après les définitions mêmes de la 
multiplication et de la division des nombres entiers, on rend un 
nombre entier autant de fois plus grand ou plus petit qu'il y a d'unités 
dans unautre, enmûlipliantou divisant le premier nombre par le second. 

Ainsi, lorsqu'on multiplie 24 par 6 , le produit qu'on obtient est 
6 fois plus grand que 24 , puisqu'il résulte de l'addition de 6 nom* 
bres égaux à 24. De même , si Ton divise 24 par 6, le quotient est 
d fois plus petit que 24 , puisque ce quotient répété 6 fois , repro- 
duit 24. 



Digitized by 



PR1NC1P. SLR IA MULTIPMCA.T. ET LA DIVISION. »0 

Cela posé, je dis d'abord que si, dans une multiplication, on rend 
le multiplicande ou le multiplicateur un certain nombre de foie plue 
grand ou plus petit, le produit est, parce changement, rendu le même 
nombre de fois plus grand ou plus petit. 

Soit, par exemple, à multiplier 47 par 6, et supposons qu'au lieu 
d'effectuer cette opération , on 'multiplie 47 par 24 , qui est 4 fois 
plus grand que 6 ; comme, d'après ce qui a été dit (n°26). multiplier 
47 par 24 revient à multiplier 47 par 6 et le produit obtenu par 4, 
il s'ensuit que le produit de 47 par 24 est égal à 4 fois le produit de 
47 par 6, ou bien, est 4 fois plus grand que le produit de 47 par 6. 

Réciproquement , le produit de 47 par 6 (qui est le quart de 24 ) 
étant six fois plus petit que le produit de 47 par 24, il s'ensuit que 
si l'on rend le multiplicateur 4 fois plus petit , ou si on le divise 
par 4 , le produit est , par ce changement , rendu 4 fois plus petit. 

On a vu d'ailleurs (n° 25 ) que , dans une multiplication de deux 
facteurs, on peut intervertir l'ordre des deux facteurs; donc ce qui 
vient d'être dit par rapport au multiplicateur s'applique également 
au multiplicande j donc, etc.. 

Il résulte de là qu'on fie change pas la valeur d'un produit, en ren- 
dant le multiplicande un certain nombre de fois plus grand, pourvu 
qu'on rende en même temps le multiplicateur le même nombre de fois 
plus petit, c'est-à-dire en multipliant le premier facteur par un certain 
nombre, et divisant le second par le même nombre : car d'après ce qui 
vient d'être dit , il y a évidemment compensation ; c'est-à-dire que 
la seconde opération détruit l'effet de la première. 

C'est sur cette dernière conséquence que se fonde un moyen quel- 
quefois employé pour vérifier la multiplication. 

Soit 347 à multiplier par 72. Multiplier 347 par 72 revient à mul- 
tiplier 2 fois 347 , ou 694 , par la moitié de 72 , ou par 36. Ainsi , 
après avoir multiplié 847 par 72 , on peut ensuite multiplier 694 
par 36 ; et si la première opération est juste , on doit retrouver le 
môme nombre. 

Maintenant , puisque , dans la division , le dividende est un pro- 
, duit dont le diviseur et le quotient sont les deux facteurs , il s'en- 
suit que, ai Von rend le dividende un certain nombre de fois plus grand 
ou plus petit, c'est-à-dire si on le multiplie ou si on le divise par un 
certain nombre entier, le quotient est, par ce changement, multiplié 
ou divisé par le même nombre. 

En effet, comme, après le changement, le quotient multiplié 
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par le diviseur doit reproduire un dividende un certain nombre de 
fois plus grand ou plus petit que le premier, il faut nécessairement, 
le diviseur restant le môme , que le quotient soit ce même nombre 
de fois plus grand ou plus petit. 

Au contraire, si, sans altérer le dividende, oh rend le diviseur un 
certain nombre de fois plus grand ou plus petit, le quotient est par là 
rendu ce nombre de fois plus petit ou plus grand : c'est en effet la 
seule hypothèse admissible pour que la multiplication donne le 
même produit ou le même dividende. 

Donc , en multipliant ou divisant le dividende et le diviseur par un 
même nombre, on ne change pas le quotient; puisque si, par le chan- 
gement fait sur le dividende, on multiplie ou divise le quotient par 
un certain nombre, le second changement rend le résultat le même 
nombre de fois plus petit ou plus grand, et qu'ainsi il y a compen- 
sation. 



CHAPITRE IL < 



Des Fractions. 



44. On a déjà vu (n w 1 et 8) ce que c'est qu'une fraction, et quelle 
idée on doit s'en former. On distingue toujours deux termes dans 
une fraction , le dénominateur et le numérateur. Le dénominateur 
indique en combien de parties égales Vunité est divisée, et le numéra- 
teur, combien on prend de ces parties; l'ensemble des parties que l'on 
prend constitue la fraction. 

8 

Ainsi , dans la fraction — , qu'on énonce trois quarts, 4 est le dé- 
nominateur et indique que l'unité est divisée en 4 parties égales ; 
3 est le numérateur et indique qu'on prend 3 de ces parties. De même 

la fraction^, que l'on énonce onze douzièmes, exprime 1 1 parties 

de l'unité supposée divisée en 12 parties égales. 

> 
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13 

On a vu également (n° 42) qu'une fraction telle que est équi- 
valente à la 15« partie du tout exprimé par 13 ; c'est-à-dire qu'une 
fraction peut encore être considérée comme le quotient de son numéra- 
teur divisé par son dénominateur ; en sorte que treize fois le quinzième 
de l'unité, ou treize quinzièmes, et la quinzième partie de treize, ou 
treize divisé par quinze, sont des expressions identiques. 

45. De la définition que nous venons de donner du numérateur et 
du dénominateur, il résulte évidemment les conséquences suivantes : 

1° Si, sans altérer le dénominateur d'une fraction, on multiplie 
ou divise son numérateur par un nombre, la nouvelle fraction sera ce 
nombre de fois plus grande ou plus petite que la première. 

En effet , lorsqu'on multiplie le numérateur par 2,3,4..., on in- 
dique par là qu'on prend 2, 8, 4.... fois plus de parties ^et, comme 
les parties sont les mêmes , la nouvelle fraction est 2 , 3, 4... fois 

plus grande. Ainsi, soit la fraction-^; il est clair que || , || , . . , 

sont des fractions 2, 3, 4... fois plus grandes que la première. 

Au contraire, en divisant le numérateur par 2, 3, 4..., on indique 

que l'on prend 2, 3, 4... fois moins de parties ; donc, etc.... Ainsi, 

3 2 6 
2g , 2^ » son * respectivement 2, 3 fois plus petits que ^g. 

2° Si, sans altérer le numérateur , on multiplie ou divise le déno- 
minateur d'une fraction par un nombre, on divise ou- multiplie la frac- 
tion par ce nombre. 

En effet, lorsqu'on multiplie le dénominateur par 2, 3, 4..., on 
indique que l'unité est divisée en 2, 3,4... fois plus de parties éga- 
les; les nouvelles parties sont donc 2,3,4... fois plus petites ; et 
comme on prend toujours le même nombre de ces parties, il s'ensuit 
que la fraction résultante est 2, 3, 4... fois plus petite. 

Au contraire, si l'on divise le dénominateur par 2, 3, 4... l'unité 
se trouve divisée en 2, 3, 4... fois moins de parties égales ; les nou- 
velles parties sont donc 2,3,4... fois plus grandes ; et comme on 
en prend toujours le même nombre, il s'ensuit que la fraction résul- 
tante est 2, 3, 4... fois plus grande que la première. 

3° On ne change point la valeur d'une fraction en multipliant ou 
divisant ses deux termes par un même nombre. 

En effet , il résulte des deux premiers principes , que l'effet de 
l'opération exécutée sur le dénominateur , détruit l'effet de l'opéra- 
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tion exécutée sur le numérateur, et qu'ainsi il y a compensation. 

i> i i e *• 6 9 12 15 * ... 

Par exemple, les fractions - , — , ^ , ^r. . . , sont toutes equt^ 

o il lo 20 

S 

valentes à la fraction— , puisqu'elles résultent de la multiplication 



de chacun de ses deux termes par 2 , 8 , 4 , 5. . . De môme la 
fraction ^ est égale à chacune des fractions ~ , ^ , -5-. . . , puis- 

24 

qu'on obtient ces dernières en divisant les deux termes de ^ par 



2, â, 4 . < . 

Ces diverses propositions sont analogues aux principes établis 
(n° 48) sur la division des nombres entiers, et doivent par consé- 
quent être regardées comme une extension des mêmes principes aux 
fractions. 

46. Comme la troisième proposition est d'une application conti- 
nuelle, nous croyons devoir en donner une démonstration directe 
et indépendante des deux premières. 

5 

Prenons pour exemple la fraction - , et multiplions par 3 les 

15 

deux termes 5 et 8, ce qui donne — ; je dis que cette dernière 

fraction est éijuivalènte à la première. 

En effet, l'unité principale étant d'abord divisée en huit parties 
égales , divisons chaque huitième en frow parties égales : l'unité se 
trouve ainsi divisée en vingt-quatre parties égales. Chaque huitième 
vaut donc trois vingt-quatrièmes, et cinq huitièmes valent cinq 
fois trois, ou quinze vingt-quatrièmes, c'est-à-dire que les frac- 
5 15 

tions et 57 ont absolument la même valeur. 

o 24 

On démontrerait de la même manière que les fractions ~ et 

55 

— , dont la dernière se forme en multipliant par 5 les deux termes 

oO •» 

1 1 et 12 de la première, sont égales. 

1 5 

Comme, réciproquement, on passe de la fraction — à la fraction 
-, en prenant le tiers de chacun des termes de la première, et de 

o 
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05 1 1 

la fraction — à la fraction ^ , en prenant le cinquième des deux 

termes de la première , on peut conclure qu'une fractionne change 
pas- de valeur lorsqu'on multiplie ou divise ses deux termes par un 
même nombre. 

Nous allons passer aux diverses opérations que l'on peut avoir à 
effectuer sur les fractions, dans la résolution d'une question dont 
les données sont des fractions ou des nombres fractionnaires. Mais 
avant d'exposer les quatre opérations fondamentales , il est néces- 
saire de faire connaître deux transformations d'un usage fréquent , 
et particulières au calcul des fractions. 

Réduction des fractions au même dénominateur. 

47. Cette transformation a pour objet, deux ou plusieurs fractions 
d'espèces différentes, ou de différents dénominateurs, étant données, 
de les réduire à la même espèce, ou au même dénominateur. Or, le 
principe , qu'on ne change pas la valeur d'une fraction en multi- 
pliant ses deux termes par un même nombre , fournit un moyen 
simple d'exécuter cette transformation. 

â 15 

Soient, par exemple, les fractions -j et- , qu'il s'agit de réduire au 

même dénominateur. 

Si l'on multiplie les deux termes 3 et 4 de la première par 7 , 
dénominateur de la seconde, et les deux termes 5 et 7 de la seconde 

21 20 

par 4, dénominateur de la première, il vient ^ et — pour les deux 
fractions demandées. 

■ 

Ces fractions ont la même valeur que les fractions proposées , 
d'après le principe du n° 46 ; de plus, elles ont nécessairement des 
dénominateurs égaux, puisque chacun d'eux est le produit des deux 
dénominateurs primitifs 4 et 7. 

Soient encore les fractions y>|>yj » à réduire au même dénomina- 
teur. 

Multipliez les deux termes 4 et 7 de la première fraction par 88, 
produit des dénominateurs 8 et 1 i de la seconde et de la troisième 
fraction; puis , les deux termes 5 et 8 de la seconde par 77 , pro- 
duit des dénominateurs 7 et 1 1 de la première et de la troisième ; 
enfin, les deux termes 6 et 11 de la troisième par 56, produit des 
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dénominateurs 7 et 8 de la première et de la seconde ; vous aurez 

i „ , # . 352 885 336 

les nouvelles fractions — 

, Ces fractions ont la même valeur que les fractions primitives ; et 
leurs dénominateurs sont les mêmes , puisque chacun d'eux est le 
produit des trois dénominateurs 7,8 et 11 , multipliés seulement 
dans un ordre différent. ( Voyez n~ 25—28. ) 

Rècib gkjtebàlb . — Pour réduire un nombre quelconque de fractions 
au même dénominateur, multipliez successivement les deux termes de 
chacune d'elles par le produit effectué des dénominateurs des autres 
fractions. 

Voici d'ailleurs la manière d'appliquer cette règle dans la pra- 
tique : 

Soient Us cinq fractions g, jj»^, * 

Pour plus de simplicité, l'on dispose ainsi l'opération : 

£ _7. 10 23 29 

8' 11' 13' 25' 43' 

153725, 111800, 94600, 49192, 28600. 

461175 782600 946000 1131416 829400 



1229800' 1229800' 1229800' 1229800' 1229800. 

Après avoir formé le produit des cinq dénominateurs 8, 11, 13, 
25, 43 , ce qui donne pour le dénominateur commun des fractions 
transformées le produit 1229800, on divise successivement ce pro- 
duit par chacun des dénominateurs , et l'on obtient les cinq quo- 
tients 153725, 111800, 94600, 49192, 28600, que l'on place 
respectivement au-dessous des cinq fractions proposées; après 
quoi , l'on multiplie le numérateur de chaque fraction par le quo- 
tient qui lui correspond ; et l'on a ainsi les divers numérateurs ; de 
la sorte, toutes les fractions se trouvent réduites au même dénomi- 
nateur. 

La raison de cette manière de procéder est facile à saisir : car le 
nombre 1229800 étant le produit des cinq dénominateurs, le quo- 
tient 153725- de la division de 1229800 par 8, exprime nécessaire- 
ment le produit des quatre autres dénominateurs 11, 13, 25, 43. 
De même , 1 1 1800 étant le quotient de la division de 1229800 par 
le second dénominateur 11, est égal au produit des quatre autres 
dénominateurs 8, 13, 25 et 43; même raisonnement par rapport 



■ 
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aux autres quotients. Ce moyen est d'ailleurs, sans contredit, beau- 
coup plus expéditif que si, pour chaque fraction, Ton effectuait la 
multiplication des dénominateurs des quatre autres. Mais il n'est 
réellement avantageux que quand on a plus de trois fractions à ré- 
duire au même dénominateur. 

48. 11 est un cas où la réduction au môme dénominateur peut 
s'opérer d'une manière très-simple : c'est lorsque le plus grand des 
dénominateurs est exactement divisible par chacun des autres. 

Soient, par exemple, les fractions 



2 


â 


5 


7 


23 


V 


V 


6' 


12' 


36' 


12, 


9, 


6, 


3, 


*. 


24 


27 


M 


21 


23 
36* 


36' 


36' 


36' 


36' 



11 est facile de voir que 86 est divisible exactement par chacun 
des quatre autres dénominateurs 3, 4, 6 et 12. 

Cela posé, l'on effectue successivement ces divisions, et l'on place 
les quotients 12, 9, 6, 3, au-dessous des quatre premières fractions ; 
après quoi , l'on multiplie le numérateur de chacune d'elles par le 
quotient qui lui correspond , en laissant telle qu'elle était la frac- 
23 

tion — ; toutes les fractions se trouvent ainsi réduites au dénomi- 
nateur 36. 

Quelquefois , sans que le plus grand dénominateur soit divisible 
exactement par (ous les autres , on s'aperçoit qu'en le multipliant 
par2,3,4...,on obtient un produit divisible exactement par tous les 
dénominateurs; dans ce cas, il y a encore lieu à simplification. 

Soient proposées les nouvelles fractions 

3 2 11 ii 11 î? 
4' 8' 12' 18' 24' 36* 

18, 9, 6, 4, 3, 2, 

54 63 66 52 61 80 

72' 72' 72' 72' 72' 72* 

Le dénominateur 86 est divisible séparément par 4 , 12 et 18 , et 
ne l'est ni par 8 , ni par 24; mais en le doublant, on obtient 72, 
nombre qui est évidemment divisible par chacun des dénominateurs. 

Cela posé , l'on forme les quotients de la division de 72 par ces 
dénominateurs , et on les place respectivement au-dessous des frac- 
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lions ; ensuite on multiplie le numérateur de chacune d'elles par le 
quotient qui lui correspond ; toutes ces fractions acquièrent ainsi le 
même dénominateur 72. 

Ces simplifications demandent beaucoup d'habitude ; mais au reste, 
nous donnerons plus tard (chapitre V)\e moyen de réduire un nombre 
quelconque de fractions au dénominateur commun le plus simple possible. 

Voici quelques applications de la transformation précédente : 

3 7 

49. Première question. — On demande, des deux fractions -^et—, 

quelle est la plus grande ? 

Au premier abord, il parait difficile de répondre à cette question, 
parce que si , d'une part , l'unité est , dans la seconde fraction , 
divisée en un plus grand nombre de parties que dans la première , 
d'autre part, on prend plus de parties puisque le numérateur 7 est 
plus grand que le numérateur 3. Mais on lèvera la difficulté par la 
réduction au même dénominateur ; car il est évident que de deux 
fractions qui ont un même dénominateur, celle-là est la plus grande, 
qui a le plus grand numérateur. 

Cette réduction opérée, il vient — pour la première fraction, et 

35 3 

— pour la seconde ; donc la fraction - est la plus grande des deux, 
et elle est en excès sur l'autre, de -^r. 

4 6 8 

On reconnaîtrait de même que , des trois fractions y , ,— , la 

8 6 4 

plus grande est —, la plus petite, — , et la moyenne, j ; car étant 

réduites au même dénominateur, elles deviennent respectivement 
572 546 616 
1001 ' 1001 ' lOOf 

On pourrait également réduire les fractions au même numérateur 
(ce qui se ferait en multipliant les deux termes de chacune d'elles par le 
produit des numérateurs de toutes les autres) ; et de ces fractions , la plus 
grande serait celle qui aurait le plus petit dénominateur, puisque l'es- 
pèce des parties étant plus grande, on enprendraitle même nombre. 
Mais le premier moyen a l'avantage de faire connaître en même temps 
les différences qui existent entre les fractions comparées deux à deux. 

Seconde question . — Quel changement produit-on dans une fraction, 
en ajoutant un même nombre à ses deux Urines? 
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7 

Soit, par exemple, la fraction aux deux ternies de laquelle on 
13 

ajoute 6 : il vient pour la fraction résultante. 

Or, si Ton réduit ces deux fractions au môme dénominateur, la 
première devient ^ et la seconde donc la fraction proposée 

30 

a augmenté de valeur, et elle a augmenté de 

Pour rendre compte de ce fait sans aucun calcul, observons que 

12 7 5 

l'unité étant égale à ^ , l'excès de l'unité sur est exprimé par ^; 

13 5 
de même , l'excès de l'unité sur ^ est exprimé par — . Les nu- 
mérateurs de ces deux différences sont les mêmes ; et cela doit être : 
car 18 et 13 ayant été formés par l'addition du même nombre 6 aux 
deux termes 7 et 12, il s'ensuit qu'il y a même différence entre 18 

et 13 qu'entre 12 et 7. Mais la différence — est nécessairement moin- 



18 

5 

dre que la différence 73, puisque le premier dénominateur est plus 

l 'Z 



13 

grand , et que les numérateurs sont égaux ; donc la fraction 

7 

diffère moins de l'unité que la fraction-^; par conséquent, la pre- 
mière est plus grande que la seconde. 

On conçoit d'ailleurs que plus le nombre ajouté aux deux termes 
7 

de la fraction — est grand , plus la différence entre l'unité et la 

nouvelle fraction est petite , puisque le numérateur de cette diffé- 
rence étant toujours 8, le dénominateur augmente de plus en plus, 
et qu'ainsi la fraction devient de plus en plus grande. 

Ce raisonnement pouvant évidemment s'appliquer à toute autre 
fraction, on peut en conclure que si, aux deux termes d'une fraction, 
on ajoute un même nombre, ta fraction résultante est plus grande que 
la fraction proposée; et elle est d'autant plus grande que le nombre ajouté 
est plus grand. 

Par la raison inverse, une fraction diminue de valeur lorsqu'on re- 
tranche un même nombre de ses deux termes. 
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Nous avons cru devoir entrer dans quelques détails sur cette pro- 
position, afin d'empêcher les commençants d'assimiler cette cir- 
constance au cas où Ton multiplie ou divise les deux termes d'une fraction 
par un mime nombre. Dans ce dernier cas , on ne change pas ( n° 46 ) 
la valeur de la fraction ; tandis qu'en ajoutant ou soustrayant un 
même nombre, on augmente ou diminue la fraction. 

Réduction d'une fraction à de moindres termes. 

150. Il arrive souvent, dans le calcul des fractions, que l'on est 
conduit à une fraction exprimée par de grands nombres ; or, plus le 
numérateur et le dénominateur sont grands , plus on a de peine à 
se faire une idée nette de la fraction. 

12 

Par exemple, la fraction jg indique qu'il faut diviser l'unité en 



15 parties égales, et prendre 12 de ces parties. Mais 12 et 15 étant 
en même temps divisibles par $ , si l'on effectue les divisions , il 

vient-, fraction équivalente à la proposée (n° 46); alors, pour 

5 

s'en former une idée , il suffît de concevoir l'unité divisée en 5 
parties égales, et d'en prendre 4; ce qui est beaucoup plus simple. 

Lors donc que l'on a une fraction dont ies termes sont assez grands, 
il est utile de la réduire, s'il y a lieu, à une autre fraction dont les 
termes soient moindres. 

Le premier moyen qui se présente, c'est de diviser les deux ter- 
mes par les nombres 2, 8, 4..., tant que cela est possible. 

Soit, pour exemple, la fraction |H a réduire à de moindres termes. 

144 

Il est aisé de voir que les deux termes sont divisibles par 2 ; effec- 

54 

tuant les divisions, on obtient pour premier résultat,—. 

Les deux termes de cette nouvelle fraction sont encore divisible. 

27 

par 2 ; et il vient pour nouveau résultat, — . 

g 

Essayant maintenant la division par â , on trouve — , fraction 

dont les deux termes sont encore divisibles par 3 ; ce qui donne 

S 108 

enfin pour la fraction ^ réduite à son expression la plus simple. 

Cette méthode est facile et commode; mais elle ne peut être 
généralisée maintenant. 
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Voici une autre manière de réduire une fraction proposée à sa plus 
simple expression : elle consiste à déterminer directement le plus 
grand nombre qui divise à la fois les deux termes de la fraction, 
ou, en d'autres termes, leur plus grand commun diviseur. 

51 . Commençons par établir quelques notions préliminaires î 

Un nombre est dit multiple d'un autre nombre lorsqu'il le contient 
un nombre entier de fois ; c'est-à-dire quand le premier nombre est 
exactement divisible par le second. 

Réciproquement , le second nombre est dit un sous-multiple, ou 
une partie aliquote, ou un diviseur du premier. 

Ainsi , 24 est multiple de 6, parce que 4 fois 6 font 24 ; récipro- 
quement , 4 et 6 sont diviseurs, sous-multiples, ou parties aliquotes 
de 24. De même, 60 est multiple de 12, puisque 5 fois 12 donnent 60 ; 
réciproquement , 5 et 12 sont diviseurs ou sous-multiples de 60. 

On appelle nombre premier un nombre qui n'est divisible exacte- 
ment que par lui-même et par l'unité (laquelle est diviseur de tout 
nombre). Ainsi 2, 3, 5, 7, 11, 18... sont des nombres premiers; mais 
4, 6,8, 9, 12, ne sont pas des nombres premiers , puisqu'ils ad- 
mettent tous pour diviseurs, l'un des nombres 2, S, ou tous les deux 
à la fois. 

Deux nombres sont dits premiers entre eux, lorsqu'ils n'ont au- 
cun diviseur commun (autre que l'unité) ; ainsi , 4 et 9 , 7 et 12, 
12 et 25, sont des nombres premiers entre eux; 8 et 12 ne sont pas des 
nombres premiers entre eux , puisqu'ils sont divisibles en même 
temps, soit par 2, soit par 4. 

Premier principe. — Tout nombre qui divise exactement un autre 
nombre, divise aussi un multiple quelconque de ce second nombre. 

Par exemple, 24 étant divisible par 8, et donnant pour quotient 
3 , 5 fois 24 ou 120 divisé par 8 , donnera (n° 48) pour quotient 
5 fois 3, ou 15. De même, 60 étant divisible par 12 et donnant pour 
quotient 5 , 7 fois 60 ou 420 divisé par 12, donnera pour quotient 
7 fois 5, ou 35. 

Deuxième principe. — Tout nombre décomposé en deux parties divi- 
sibles Vune et l'autre par un second nombre, est lui-même divisible par 
ce second nombre. 

En effet, le quotient de la division du nombre total étant évidem- 
ment égal à la somme des deux quotients partiels, si ces deux quo- 
tients partiels sont entiers, leur somme, c'est-à-dire le quotient 
total, sera entier. 

ARITHMÉTIQUE. 5 



Digitized by Google 



70 DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR. 

Troisième principe. — Tout nombre qui divise séparément une somme 
décomposée en deux parties, etl'une desparties, divise aussi l'autre partie. 

Car, le quotient total étant égal à la somme des deux quotients 
partiels , si, l'un de ces quotients partiels étant entier, l'autre était 
fractionnaire , il s'ensuivrait qu'un nombre entier serait égal à un 
nombre fractionnaire (n° 1 ) ; ce qui est absurde. 

52. Cela posé, soient les deux nombres 360 et 276 entre lesquels on 
se propose de déterminer le plus grand commun diviseur (n° 50). 

Il est d'abord évident que ce plus grand commun diviseur ne sau- 
rait surpasser le plus petit nombre 276 ; et comme 276 se divise lui- 
même, pourvu qu'il divise 360, il sera le plus grand commr a divi- 
seur cherché. 

Essayant la division de 360 par 276, on trouve pour quotient 1 , 
et pour reste 84 ; donc 276 n'est pas le plus grand commun diviseur. 
Je dis maintenant que le plus grand commun diviseur entre 360 et 
276 , est le même qu'entre le plus petit nombre 276 et le reste 84 de la 
division. 

En effet, le plus grand commun diviseur cherché devant diviser 
860 et l'une de ses parties 276, divise nécessairement ( n° 51 ) l'autre 
partie 84 : d'où l'on peut déjà conclure que le plus grand commun 
diviseur entre 360 et 276 ne peut surpasser celui des nombres 276 
et 84 , puisqu'il doit diviser ces deux derniers. En second lieu, le 
plus grand commun diviseur entre 276 et 84, divisant les deux par- 
ties du tout 360, divise nécessairement ce dernier nombre ; et alors, 
étant diviseur exact de 360 et 276, il ne peut lui-même surpasser le 
plus grand commun diviseur entre 360 et 276. D'où l'on voit que le 
plus grand commun diviseur entre 360 et 276, et le plus grand com- 
mun diviseur entre 276 et 84, ne peuvent être plus grands l'un que 
l'autre ; donc ils sont égaux. 

Ainsi , la question est ramenée à rechercher le plus grand com- 
mun diviseur entre 276 et 84 , nombres qui forment un système 

plus simple que 360 et 276. 

Pour cela , raisonnons sur 276 et 84 comme nous avons raisonné 
sur les nombres primitifs ; c'est-à-dire, essayons la division de 276 
par 84 ; alors , si la division se fait exactement , 84 sera le plus 
grand commun diviseur entre 276 et 84, et par conséquent, entre 
360 et 276. 

En effectuant cette nouvelle division, on a 3 pour quotient et 24 
pour reste ; donc 84 n'est pas le dus $rand commun diviseur 
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cherché. Mais , par un raisonnement analogue à celui qui a été fait 
ci-dessus, on prouvera que le plus grand diviseur commun à 276 et 
à 84 , est le même que celui qui existe entre le premier reste 84 et le 
second 24. 

Répétons ce raisonnement : le plus grand commun diviseur en- 
tre 276 et 84 , devant diviser 84 , divise nécessairement son multi- 
ple $ fois 84 ; ainsi , divisant un tout 276 et l'une de ses- parties , 
3 fois 84, il divise l'autre partie 24 ; donc déjà, le plus grand commun 
diviseur de 276 et 84 , ne saurait surpasser celui de 84 et 24. D'un 
autre côté , le plus grand diviseur commun entre 84 et 24 , divi- 
sant 3 fois 84 et 24, qui sont les deux parties de 276, divise néces- 
sairement 276 ; ainsi, divisant 84 et 276 , il ne peut surpasser le plus 
grand diviseur conxmun à 84 et à 276. Le plus grand commun divi- 
seur de 276 et 84, et celui de 84 et 24, ne peuvent être plus grands 
Tun que l'autre ; donc ils sont égaux. 

La question étant actuellement ramenée à rechercher le plus 
grand diviseur commun entre 84 et 24, il faut de même diviser 84 
par 24. En effectuant cette nouvelle division, on obtient 3 pour 
quotient et 12 pour reste ; donc 24 n'est pas le plus grand diviseur 
commun ; mais, comme ce plus grand commun diviseur est le même 
que celui qui existe entre 24 et le reste 12, divisons 24 par 12 ; 
nous trouvons un quotient exact 2 ; ainsi 12 est le plus grand com- 
mun diviseur entre 24 et 12; il l'est donc aussi entre 84 et 24, en- 
tre 276 et 84 , entre 360 et 276. Donc enfin, 12 est le plus grand 
commun diviseur cherché. 

Dans la pratique, on dispose ainsi l'opération : 





1 


3 


S 


2 


360 


276 


84 


24 


12 


84 


24 


12 


0 





Après avoir divisé 36Q par 276 , ce qui donne pour quotient 1 , 
qu'on place au-dessus du diviseur (au lieu de le placer au-dessous 
comme à l'ordinaire), et pour reste 84, on écrit ce reste à la droite 
du plus petit nombre 276, et l'on divise 276 par 84 ; on obtient un 
nouveau quotient 3 que l'on place au-dessus du diviseur 84, et un 
reste 24 qui s'écrit à la droite de 84 ; et ainsi de suite. 

Règle générale. — Pour trouver le plus grand diviseur commun à 
deux nombres, divisez le plus grand nombre par le plus petit; s'il n'y 
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a point de reste, c'est le plus petit nombre qui est le plus grand commun 
diviseur. 

S'il y a un reste, divisez le plus petit nombre par ce reste; et si la 
division se fait exactement, c'est ce premier reste qui est le plus grand 



Si cette seconde division donne un reste, divisez le premier reste par 
le second; et continuez toujours de diviser par le dernier reste le reste 
précédent Jusqu'à ce que vous obteniez un quotient exact; alors le der- 
nier diviseur que vous aurez employé, sera le plus grand commun 
diviseur cherché. 

Si le dernier diviseur se trouve être l'unité, c'est une preuve que 
les deux nombres proposés sont premiers entre eux (n° 51 ), puisqu'ils 
n'ont pas d'autre diviseur commun que l'unité. 

Réciproquement , si deux nombres proposés sont premiers entre 
eux, et qu'on leur applique le procédé, on trouvera nécessairement 
un dernier reste égal à 1. Car, d'après la nature du procédé, les res- 
tes vont en diminuant ; d'ailleurs , on ne peut pas obtenir un reste 
nul avant d'avoir obtenu un reste égal à 1 , puisque le diviseur autre 
que l'unité, qui donnerait ce reste nul, serait commun diviseur des 
deux nombres. Ainsi , l'on doit nécessairement , après un nombre 
d'opérations plus ou moins grand, obtenir l'unité pour reste. , 



Voici de nouvelles applications de ce procédé : 

692 

Réduire à sa plus simple expression la fraction — . 

Appliquons le procédé du plus grand commun diviseur, aux deux 
nombres 999 et 592 ; après avoir trouvé le nombre le plus grand 
qui les divise à la fois, nous effectuerons leur division par ce nom- 
bre ; et nous obtiendrons la fraction demandée. 





1 


1 1 2 


5 


999 
407 


592 
185 


407 
37 


185 
0 


87 



999 I 37 I I 
259 ~27j 



87 | | 592 
27l| 222 



37 
16 



On trouve pour plus grand commun diviseur 87 ; ainsi , en divi- 

1 6 592 
sant 999 et 592 par 37 , on a — pour la fraction ^ réduite à ses 



999 



moindres termes. 



i 
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.Sort, pour nouvel exemple, la fraction . 




2 

48 

48 
19 



Le plus grand commun diviseur est ici 48 ; et en divisant les 

19 

deux termes de la fraction par 48 , on trouve — pour la fraction 
réduite à sa plus simple expression. 

317 

54. Soit, pour dernier exemple, la fraction-^. 





2 


1 * 


1 3 


15 


1 1 


i 


2 


873 


317 


239 


78 


5 


3 


2 


1 


239 


78 


B 


28 


2 


1 


0 





3 

Le procédé conduit , dans cet exemple , à un reste égal à 1 ; ce 
qui prouve que 878 et 817 sont deux nombres premiers entre eux; 
dans ce cas, la fraction est dite irréductible , comme ne pouvant i 
être ramenée à une expression plus simple au moyen de la division 
de ses deux termes par un même nombre. 

Remarque. — A la troisième opération , on a obtenu le reste 5 , 
qui est un nombre premier ( n° 51 ) ; or , comme 5 ne divise pas le 
reste précédent 78, on est en droit , sans qu'il soit nécessaire d'al- 
ler plus loin , de conclure que les deux termes de la fraction sont 
premiers entre eux. En effet , on a reconnu , dans la démonstration 
du procédé, que le plus grand commun diviseur de deux nombres, 
divise nécessairement le reste de chaque division. Ainsi, 5 étant 
un nombre premier, il doit arriver l'une de ces deux choses : ou bien 
5 divise le reste précédent, et c'est alors le plus grand commun 
diviseur; ou bien il ne le divise pas , et dans ce cas, ni 5, ni aucun 
nombre autre que l'unité , ne peut être un diviseur commun aux 
deux nombres. 

En général, dès qu on parvient, dans le cours des opérations, à un 
reste que l'on sait être un nombre premier , si ce reste ne divise pas le 
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reste précèdent, on est certain que les deux nombres proposés sont pre- 
miers entre eux; et il est inutile d'aller plus loin. 

Nous reviendrons (cfiap. V) sur la recherche du plus grand com- 
mun diviseur, recherche qui est une des opérations les plus impor- 
tantes de l'Arithmétique. 

Passons actuellement aux quatre opérations fondamentales sur 
les fractions. 

Addition des fractions. 

55. L'addition des fractions a pour but de trouver un seul nombre 
qui ait la mêpie valeur que plusieurs fractions réunies. 

Il peut se présenter deux cas : ou les fractions qu'on doit addi- 
tionner sont de même espèce, c'esNà-dire ont même dénominateur ; 
ou bien elles sont d'espèce différente. Dans le premier cas , on 
fait la somme des numérateurs , puis on donne à cette somme le déno- 
minateur commun. Dans le second, on commence par réduire les frac- 
tions au même dénominateur, d'après la règle du n° 47 , et l'on 
opère ensuite sur les nouvelles fractions comme il vient d'être dit. 

2 3 4 9 
Ainsi, la somme des fractions —, yy, est égale à — . 

5 2 7-4 

De même , la somme des fractions ^ , ~ , — , ^ , est égale 

2 II 7 

Soient maintenant à ajouter les trois fractions |, j, g. 

82,24, 12. 
64 72 SU 
96' 96' 96' 

Après avoir réduit ces fractions au même dénominateur, d'après 
la règle du n° 47 , on fait la somme des numérateurs, ce qui donne 

220 ; puis on donne à 220 le dénominateur 96 , et l'on trouve 

pour la somme demandée. 

220 

56. Ce dernier exemple conduit à un résultat qui a besoin 

d'être interprété. 

De même qu'il faut deux moitiés, trois tiers, quatre quarts, cinq 
cinquièmes , pour former l'unité , de même il faut quatre-vingl- 
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seize quatre-vingt-seizièmes pour la former; donc, autant de fois 

220 

220 contiendra 96 , autant d'unités il y aura dans -jr^. Ainsi , 

yu 

en divisant 220 par 96, on a pour quotient 2 et pour reste 28, 



220 

il s'ensuit que-jr^- est un nombre fractionnaire (n° 1 ) composé de 

28 7 

2 unités plus une fraction ^ ou — (en ôtant le facteur A commun 

aux deux termes). 

En général, toutes les fois qu'on parvient à un résuKat de forme 
fractionnaire , et tel , que le numérateur est plus grand que le dé- 
nominateur , alors , pour extraire l'entier contenu dans cette expres- 
sion, on divise le numérateur par le dénominateur : le quotient repré- 
sente Yentier, et le reste est le numérateur de la fraction qui doit 
être ajoutée à l'entier. 

1 7 5 1 53 3 

On trouvera par ce moyen, égal à 1 ; — égal à 10 — ou 

V "89~ g 89" 

Réciproquement , lorsqu'on a un entier joint à une fraction, pour 
en former un seul nombre fractionnaire , ce qui est souvent utile, 
il faut multiplier l'entier par le dénominateur , ajouter au produit le 
numérateur, et donner à la somme le dénominateur de la fraction 
proposée. 

_ . 0 2 . #A 8fois5 . 2 , 17 i4 7 

Par exemple, S- revient à — - — plus-, ou a—; 11 — est 
o 5 o o A m 

, , , 132 . 7 . 139 3 17 . . . 209 
égal a — plus — , ou a —; 8 ^ est égal à — . 

Soustraction des fractions. 

87. La soustraction des fractions a pour but de trouver l'excès 
d'une plus grande fraction sur une plus petite. 

Si les deux fractions ont même dénominateur , on retranche le 
plus petit numérateur du plus grand, et l'on donne à la différence le 
déîiomînateur commun. Si elles n'ont pas même dénominateur , o/t 
les y réduit, et l'on opère ensuite comme il vient d'être dit. 

11 {S 6 1 

Ainsi, de ^ soit ù soustraire-^, il reste ou -. De même , 

, 17 7 10 5 

</e 24-^24' ,lreSle 2l OU T2- 
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2 7 

Soit maintenant à soustraire -^de—, 

16 Si 

Ces deux fractions reviennent respectivement à ^ et ^ ; ce qui 
donne — pour leur différence. On trouve pareillement que si de la 



fraction — on ôte — , il reste — . 

On peut avoir un entier joint à une fraction, â retrancher d'un 
entier joint à une fraction. 

3 39 9i 

Par exemple, du nombre fractionnaire 18 . • ^ • «g^ 
on propose de retrancher le nombre 5 || g. 

7 52* 

Pour effectuer cette opération , l'on commence par réduire les 

39 

deux fractions au même dénominateur , ce qui donne ^ pour la 
44 

première, et — pour la seconde. Ensuite, comme on ne* peut 
44 39 

soustraire ^ dé » on emprunte sur l'entier 18 du nombre 

39 

supérieur , une unité qu'on réduit , avec , en un seul nombre 

91 44 

fractionnaire , et l'on obtient — , dont on soustrait — , ce qui 

53s 52 

47 

donne pour reste g^. Passant a la soustraction des entiers , on 

regarde 18 comme diminué d'une unité, à cause de l'emprunt qui 
a été fait, et l'on dit : 5 de 12, il reste 7; donc, le résultat de- 

mandé est 7 " comme on le voit ci-dessus. 
52 

58. Voici une question où se trouvent réunies une addition et 

une soustraction de nombres entiers joints à des fractions : 

Un marchand de drap a vendu à différentes fois, sur une pièce 

7 3 2 5 

d'étoffe renfermant 80 aunes ^ , savoir : 7° - , 9" - , 1 1 a j- ; iY désire 

connaître ce qui doit lui rester de son étoffe. 
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Il fera d'abord la somme des trois nombres d'aunes vendues ; puis 

7 

il soustraira cette somme de 80" - : le résultat de la soustraction 

o 

doit représenter la longueur du reste de l'étoffe. 
Pour plus de simplicité, il convient de disposer ainsi l'opération ; 

lJ± 3 9 28 10 20 



9 — . . . A . . . 8 ^24" 
1 1 ■ . — • • . 1 . « . 5 



28-^ 
M 12- 

Après avoir placé les uns au-dessous des autres les trois nom- 
bres à ajouter, on observe que les fractions qui en font partie peu- 
vent être réduites au même dénominateur 12. On place ce nombre 
à la droite , un peu au-dessus des fractions , et on le souligne. En- 
suite, on écrit au-dessous de 12 et respectivement sur la même 
ligne horizontale que les trois fractions, les quotients 3, 4, et i , 
résultant de la division de 12 par chacun des dénominateurs ; après 
quoi l'on multiplie les numérateurs de ces fractions par 3, 4, et 1, 
ce qui donne 9, 8, et 5 ; on fait la somme 22 de ces trois nouveaux 
numérateurs, ce qui donne pour la somme des trois fractions, 

5 , ou 1 î^. On écrit ~ au-dessous des trois fractions, et l'on 
12 12 12 

retient 1 pour le reporter à la colonne des parties entières qu'on 

ajoute à la manière ordinaire ; il vient alors 28 |jj pour la somme 
des trois nombres d'aunes vendues. 

7 

On place cette somme au-dessous de 30 - , et l'on effectue la sous- 

o x 

traction comme il a été indiqué précédemment , et en observant 
que les deux fractions peuvent être réduites au même dénomina- 
teur, 2 fois 12, ou 24. 

1 

•On trouve enfin 2 aunes — pour le reste de la pièce d'étoffe j ce 
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que le marchand peut aisément vérifier en mesurant le coupon res- 
tant des trois ventes. 

Multiplication des fractions, 

59. La multiplication a en général pour but (n° 9), deux nom- 
bres étant donnés , de former un troisième nombre qui se compose avec 
le premier de la même manière que le second se compose avec l'unité. 

Gela posé , on distingue plusieurs cas principaux dans la multi- 
plication des fractions. On peut avoir : 

1° UîïE FRACTION A MULTIPLIER PAR Ulf ENTIER. 

7 

Soit, par exemple, — à multiplier par 5. 

D'après la définition ci-dessus , puisque le multiplicateur 5 con- 
tient 5 fois l'unité , il s'ensuit que le produit doit être égal à 

7 7 

5 fois — , ou doit être 5 fois plus grand que — . Or, on a vu (n* 45) 

qu'on rend une fraction 5 fois plus grande en multipliant son nu- 

tf ...... 5 fois 7 85 . . 

meraleur par 5 ; il viendra ainsi — — — ou ^ P our le produit 

demandé. 

Donc , pour multiplier une fraction par un entier , il faut multiplier 
le numérateur par l'entier, et donner au produit le dénominateur de la 



35 1 1 

Le produit — revient d'ailleurs à 2 , comme on peut le voir 

en extrayant l'entier contenu dans la fraction (n° 56). ' 

13 

On trouvera de même que le produit de — par 29 est égal à 

377 _17 
-2T° Ul5 24- 

Soit encore à multiplier |i par 9. Il vient d'abord , d'après la 
règle , ^ pour le produit, ou, si l'on extrait l'entier, 5 ^ * c'est- 
à dire 5 ~. 

Ce résultat pouvait être obtenu plus- simplement : car , poui 

multiplier ^ par 9 , on peut (n° 45), au lieu de multiplier le 
18 
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numérateur par 9 , diviser le dénominateur par 9 , ce qui donne 

il _ 1 

T ou5 2' 

Ce qui rend cette manière d'opérer applicable à l'exemple pro- 
posé, c'est que le dénominateur est divisible par le multiplicateur, 
or ceci n'arrive pas toujours ; tandis que la règle établie d'abord 
est toujours appkcable : l'usage seul peut rendre familières ces sortes 
de simplifications. 

2° Un ENTIER A MULTIPLIER PAR UNE FRACTION. 

Soit à multiplier 12 par y. 

Puisque , dans ce cas , le multiplicateur - est égal à 4 fois le V 

de l'unité, le produit doit être égal lui-môme à 4 fois le V de 12. 

12 

Or, le 7* de 12 revient (n° 44) à y; et pour prendre ce 

nombre A fois, ou pour obtenir un nombre A fois plus grand que y, 

il suffit (n° 45) de multiplier le numérateur par 4 ; on obtient 
48 6 

alors y ou 6 y pour le produit demandé. 

Donc, pour multiplier un entier par une fraction, il faut multiplier 

l'entier par le numérateur, et donner au produit le dénominateur de 

la fraction; on peut ensuite extraire l'entier s'il y a lieu. 

7 208 8 

Ainsi, le produit de 29 par - est égal à — ou 25 ~. De même , 

le produit de 24 par ^ est égal à i|5 ou 20; résultat qu'on trou- 
verait encore en divisant d'abord 24 par 6 , ce qui donnerait 4, et 
multipliant ce résultat par 5. Mais , nous le répétons, ces simplifi- 
cations ne sont pas toujours possibles. 

8° Une fraction a multiplier par une fraction. 

Soit à multiplier^- par \. 

A o 

Le raisonnement est analogue à celui du cas précédent : puisque 
g 

le multiplicateur - est égal à 5 fois le 8° de l'unité, le produit 

i 

8 

doit être lui-même égal à 5 fois le 8 e du multiplicande j ; or, 
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3 

pour prendre le 8 e de , il faut (n° 45) multiplier le dénomina- 

3 

teur par 8 , ce qui donne — ; et pour obtenir une fraction 5 fois 

3 

plus grande que — , il faut multiplier le numérateur par 5 ; ce qui 
15 

donne enfin ^ pour le produit demandé. 



Donc , pour multiplier une fraction par une fraction, multipliez 

numérateur par numérateur et dénominateur par dénominateur; puis 

donnez le second produit pour dénominateur au premier. 

7 5 35 
Ainsi, le produit de — par ^ est égal à De même , le produit 

de ^ par ^ est égal à-|jj, ou , réduction faite , à g. 

60. TV. B.— Dans les deux cas précédents, le produit est toujours 
plus petit que le multiplicande; et cela doit être, puisque l'opération 
revient réellement à prendre du multiplicande une partie indiquée 
par la fraction multiplicateur. 

61. EnCn, les deux facteurs de la multiplication, ou l'un des 
deux , peuvent être des entiers joints à des fractions; mais on ramène 
facilement ces nouveaux cas aux précédents. 

2 7 

Soit, par exemple, à multiplier 7 - par 5 ^. 



A7 

Ces nombres reviennent respectivement (n° 56) à-^-et—; ef- 
fectuant la multiplication d'après la règle ci-dessus , on obtient 
pour produit ? jj-^- ou , extrayant les entiers , 45 i. 

On pourrait encore effectuer la multiplication par parties, c'est- 

2 7 2 7 

à-dire multiplier d'abord 7 par 5, - par 5 , 7 par - , et ^ par - , 

puis ajouter ces quatre produits; mais cette opération serait beau- 
coup plus longue. 

Division des fractions. 

62. La division a pour but (n° 29) : étant donnés un produit de 
deux facteurs et Vun de ces facteurs, déterminer Vautre. Il résulte évi- 
demment de cette définition et de celle de la multiplication ( n° 59), 
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que le premier nombre, appelé dividende, se compose avec le 
troisième , appelé quotient, de la même manière que le second , 
nommé diviseur, se compose avec l'unité. 

Cela posé , dans la division comme dans la multiplication des 
fractions, il se présente trois cas principaux. On peut avoir : 

1° A DIVISER UNE FRACTION PAR UN ENTIER. 

Soit, par exemple, la fraction- à diviser par 6, 
Puisque le diviseur 6 est égal à 6 fois l'unité , il s'ensuit que le 
dividende - doit être égal à 6 fois le quotient cherché ; ou , ce qui 

revient au même, le quotient doit être le 6 e de y. Or, pour prendre 

le 6 e d'une fraction , ou pour obtenir une fraction 6 fois plus pe- 
tite , il faut (n° 48) multiplier le dénominateur par 6; ainsi , l'on 
5 5 

obtient . ? , ou , pour le quotient demandé. 

Donc , pour diviser une fraction par un entier, multipliez le déno- 
minateur de la fraction par l'entier, en laissant le numérateur tel qu'il 
est. 

Ainsi , divisé par 8 donne pour quotient; |? divisé par 12 
23 

donne — r-. 
360 

18 18 

Le quotient de ^ par 6 est — ; mais on peut encore effectuer la 
18 

division de — par 6 en prenant le 6 e du numérateur, ce qui donne 

3 18 

— ; résultat auquel se réduit d'ailleurs lorsqu'on supprime le 

facteur 6 commun aux deux termes. 

2° A DIVISER UN ENTIER PAR UNE FRACTION. 

Soit à diviser 12 por^. 

7 

De ce que le diviseur - est égal à 7 fois le 9 e de l'unité, il résulte 

y 

que le dividende 12 est aussi égal à 7 fois le 9 e du quotient cherché. 

12 

Donc , en prenant le V de 12 , ce qui donne y , on aura le 9 e du 
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quotient cherché ; et pour obtenir ce quotient lui-même, il suffit de 
12 

prendre 9 fois y-, ce qui se fait en multipliant le numérateur par 9; 

9 fois 1 2 1 08 3 

et Ton obtient ainsi - — ou •— , ou , extrayant l'entier , 15 -. 

t* i 

Donc, pour diviser un entier par une fraction, il faut multiplier 

V entier par le dénominateur, diviser le produit par le numérateur, et 

extraire Ventier s'il y a lieu. 

Observons que prendre le V de 12, et multiplier le résultat 

g 

par 9, revient à multiplier 12 par-; ainsi, l'on peut encore dire que, 

pour diviser un entier par une fraction , il faut multiplier l'entier par 
la fraction diviseur ren versée. ( t'oyez le n" 59, 2°. ) 

8° A DIVISER UNE FRACTION PAR UNE FRACTION. 

3 8 
Soit à diviser — par — . 

g 

Le raisonnement est semblable au précédent. Le diviseur— -étant 

3 

égal à 8 fois le 11 8 de l'unité , le dividende -^doit aussi être égal à 

8 fois le 11 e du quotient ; donc le 8 e de - , ou —, est le 1 î* du quo- 

5 40 

3 33 

tient; et 11 fois ou — , est le quotient cherché. 

Donc , pour diviser une fraction par une fraction, il faut multiplier 
le numérateur de la fraction dividende par le dénominateur de la frac- 
tion diviseur, puis le dénominateur de la fraction dividende par le nu- 
mérateur de la fraction diviseur, et donner le second produit pour déno- 
minateur au premier; ou bien , en termes plus simples, multiplier 
la fraction dividende par la fraction diviseur renversée. {Voyez le 
n° 59, r.) 

3 '6 3 7 

Ainsi, — divisé par y, revient à - multiplié par — , et donne pour 

21 1 

résultat - , ou 1 

9 3 13 £ lo 

De même, — divisé par revient à ^ multiplié par — , et 

3-45 23 
donne pour résultat -— , ou, plus simplement, —(parce que 15 est 

facteur commun aux deux termes). 
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Enfin , si Ton avait un entier joint à une fraction, à diviser par un 
entier joint à une fraction , on réduirait les entiers en fractions, et 
Ton opérerait comme il vient d'être dit. 

Soit, par exemple, 12 j à diviser par 6 |» 

Ces deux nombres reviennent respectivement à ~ et ^ ; d'où . 

effectuant la division comme précédemment, on déduit pourquo- 

4 . , 158 . 78 

tient '-8Ô-'° Ul 8Ô- 

7 S -408 

De même, 4 — divisé par 15 g-, donne pour quotient ^yg. 

68. N. B. — Toutes les fois que , dans la division, le diviseur est 
une fraction , le quotient est plus grand que le dividende; car ce quo- 
tient résulte de la multiplication du dividende par le diviseur ren- 
versé, lequel devient alors un nombre plus grand que l'unité. 

64. Appliquons à quelques questions les règles de la multiplication 
et de la division des fractions. 

I. L'aune d'une certaine étoffe coûte 47 francs on demande le prix 
7 

de 12 aunes -z. 

8 

2 7 
Puisqu'une seule aune coûte 47^ —, il est clair que 12° —doivent 

2 7 2 

coûter 12 fois kl f -, plus les - de 47> n c'est-à-dire qu'il faut 

5 o o , 

2 7 

multiplier 47 j-par 12 le produit exprimera alors, en francs, le 
5 o 

prix demandé. 

N 

Or, 47 g multiplié par 12^, revient à -y- multiplié par , et 
donne pour produit , ou , si l'on extrait les entiers, 61 0 ^ 

Ainsi , le prix demandé est 610/* ii. 

11 7 

Pour faire la preuve, on pourrait diviser 610 ^ par 12 - , et l'on 
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devrait retrouver 47 -; mais il est plus simple (n° 43) de doubler 

2 7 
47 - et de prendre la moitié de 12^. 

Le double de 47 | est 94^-; la moitié de 12 ^ est 6 -L 
5 5 8 16 

Or, 94 ^ multiplié par 6 ~, revient à ™ multiplié par ~ y 

4882^ 99 
et donne pour produit ——- , ou, en effectuant la division, 610 ^, 

°" 80 

11 

et en simplifiant, 610 

40 

II. Une personne a acheté 28 aunes — d'une certaine étoffe pour 

18 

la somme de 748 francs on demande combien elle a dû payer l'aune 
de cette étoffe. 

Le prix de l'aune étant connu, si on le multipliait par 28 — , on 

12 

18 

devrait retrouver 745/* — ; donc, pour obtenir le prix demandé, il 

faut diviser 745 ^ par 28 ^ . 

21) 12 . 

Or, 748 g «MM par 28 ± , revient à *~ divisé par ^ , et 

12 fois 14913 178916 
donne pour résultat, ou — — - ; extrayant l'entier, 



on obtient 81 



4786 
B62Ô' 



Ainsi , le prix de l'aune est 81 francs plus 4^ de franc. 

6620 

Pour la vérification, il suffit de doubler les deux termes de la 
division (n° 48) : le quotient ne doit pas changer. 

Le double de 745 ||est 1491 ~ ; le double de 28 ^ est 46 |. 

Divisant 1491 ± ou ^ par 4e| ou 2g!, on a pour quo- ' 

»• , 89*78 „ . 2868 

~28Ïu ' 0U ' extra y ant * entier, 81 
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•4736 

Cette dernière fraction n'est autre que la fraction dont ,es 

deux termes sont divisés par le facteur commun 2. 

Des fractions de fractions. 

65. A la multiplication des fractions se rattache une autre 
espèce d'opération , connue sous le nom de règle des fractions de 



Pour donner une idée nette de cette opération, supposons d'abord 

5 2 
que de la fraction y on ait à prendre une partie indiquée par -, 

2 5 

en d'autres termes» que l'on cherche Us-^de^. 

Comme, pour résoudre cette question , il faut prendre deux fois 

5 5 2 

le tiers de y, cela revient (n° 57 ) à multiplier y par ^ , ce qui se 

fait (n° 59) en multipliant numérateur par numérateur et dénomi- 

10 2 5 

nateur par dénominateur; on obtient ainsi —r pour les — de - . 

21 & 7 

Maintenant, supposons que de la nouvelle fraction ^ on veuille 

8 

prendre une partie indiquée par — , auquel cas la question aura 

8 2 5 

réellement pour objet de prendre les — des- de-, 

8 10 10 8 

Or, pour obtenir les de ^ , il faut multiplier ~ par — , ce 

qui se fait en multipliant entre eux, d'une part les deux numéra- 
teurs , et d'autre part les deux dénominateurs ; on obtient alors 

80 , 8.2,5 
^pourle Sïi deSgde 7 . 

_ g go 

On peut encore, si l'on veut, prendre les — de — , c'est-à-dire 

80 3 240 
multiplier ^ par ~ ; et le nouveau résultat représentera 

lesldes T |des|de|. 

2 & 5 

Soit proposé, pour second exemple , de prendre les - des jdes- 

«48 

des ? de 12. 
7 • 

ARITHMÉTIQUE. 6 
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6 6 
D'abord, prendre les y de 12 revient à multiplier 12 par y, ce 

72 

qui donne y. 

5 6 5 72 

Prendre ensuite les ^ des — de 12 revient à prendre les —de -—, 

o 7 8 7 

, 1#s 72 5 . . 360 

ou a multiplier y par -, ce qui donne 

Prendre les f-des| des ? de 12 revient à prendre les 7 de 

4 O 7 4 OU 

» lé . 360 3 Â 1080 

ou a multiplier par t» ce qui donne — 
00 4 224 

2 3 5 6 
Enfin, pour obtenir les ^-des-r-des- des - de 12, il faut raulti- 

«i 4 o 7 

ls 1080 2 , |( , 4 . "2160 
plier -^j P^gi et Ion obtient-^-. 

1-44 

Extrayant l'entier contenu dans ce résultat, on a 3 ^y^, ou , ré- 

3 

duisant la fraction, 3 — . 

14 

Pour peu qu'on réfléchisse sur la marche qui vient d'être suivie, 
on voit que, pour pivndre des fractions de fractions, il faut multiplier 
les numérateurs entre eux, en faire de même des dénominateurs, et don- 
ner le second produit pour dénominateur au premier. Si l'on a à prendre 
des fractions de fractions d'un nombre entier , comme dans le se- 
cond exemple, il faut mettre cet entier sous la forme d'une fraction 
en lui donnant 1 pour dénominateur, et appliquer la règle qui vient 
d'être établie. 

Problème. — On demandait à un arithméticien quelle heure il était. 

3 5 7 6 

Il répondit : Il est les — des ^ des — des— de 24 heures. — Quelle heure 

était-il? 

Pour résoudre cette question, écrivez sur 
une première ligne horizontale tous les nu- 3, 5, 7, 6, 24 
mérateurs, y compris l'entier, et sur une se- 4, 6, 12, 7, 1 
conde ligne, tous les dénominateurs. 

Cela posé, faites le produit des nombres de la première ligne et 
celui des nombres de la seconde ligne, puis divisez le premier pro- 

151 ^0 

duit par le second j vous obtenez ' jgjg P our résultat ; extrayant 
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1008 1 
l'entier, vous avez 7 , ou réduisant, 7 y : donc il était 

* 

1 

7 heures ^. 

On peut toutefois simplifier l'opération en observant que, comme 
7 doit évidemment être un facteur commun au produit des numé- 
rateurs et à celui des dénominateurs, rien n'empêche de supprimer 
ce facteur avant d'effectuer les multiplications; il en est de même d'une 
part du facteur 6 , et d'autre part du facteur 12 , qui , se trouvant 
au nombre des dénominateurs , se trouve aussi dans 24 ; enfin on 
peut encore supprimer le facteur 2 , qui , étant le quotient de 24 
par 12, se trouve dans le dénominateur 4. 

Il vient alors, après la suppression de tous ces facteurs, * ° 18 S 

15 i 

ou ~ ou 7—, comme on l'a trouvé plus haut. 

Mais ces sortes de simplifications demandent beaucoup d'habitude 
et d'attention, tandis que la règle établie précédemment est générale 
et conduit au même but. 

2 g g 
Autres applications. — Les ^ des y d'un nombre forment les — 

ou la moitié de ce nombre. De même, le tiers du cinquième d'un nom- 

{6 ~jcsl égale aux-, 

66. Observation gé?îèrale sur les fractions. — Il résulte évidem- 
ment de la nature des procédés établis pour le calcul des fractions, 
que les quatre opérations fondamentales effectuées sur cette sorte 
de nombres', savoir: l'addition, la soustraction, la multiplication 
et la division, se réduisent toujours , en dernière analyse, à des 
opérations de même genre effectuées sur des nombres entiers. 

Ainsi , par exemple , l'addition et la soustraction des fractions se 
ramènent , par la réduction des fractions au même dénominateur , 
à l'addition et à la soustraction de leurs numérateurs. 

De même, la multiplication s'effectue en multipliant les numéra- 
teurs entre eux et les dénominateurs entre eux. La division rentre 
dans la multiplication, dès que l'on a renversé la fraction diviseur. 

D'où l'on peut conclure que les principes établis n 0 ' 25... 28, 
sur la multiplication des nombres entiers, sont également applica- 
bles aux fractions ; c'est -à-dire que , 1° multiplier une fraction par 

C. 



bre est égal à de ce nombre; la moitié des —est égale aux -, etc.. 
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le produit de plusieurs avires, revient à multiplier la première fraction 
successivement par chacun des facteurs du produit; 2° le produit de 
deux ou de plusieurs fractions est le même, dans quelque ordre qu'on 
effectue leur multiplication. 

Enfin, on peut appliquer aux fractions toutes les propositions éta- 
blies n° 43, sur les changements qu'éprouve le produit d'une multi- 
plication ou le quotient d'une division, lorsqu'on fait subir certains 
changements à l'un des termes de l'opération que l'on a en vue d'ef- 
fectuer. 



CHAPITRE III. 

Des nombres complexes. 

67. Ce chapitre et le suivant ne sont, en quelque sorte, qu'une 
extension du second, puisqu'ils ne renferment que des applications 
de la théorie générale des fractions à des questions dans lesquelles 
on considère des fractions d'une espèce particulière. 

La théorie des nombres complexes , qui fait l'objet de celui-ci , a 
perdu , il faut l'avouer, un peu de son utilité , depuis l'établisse- 
ment du système décimal des poids et mesures. Cependant nous 
avons cru devoir l'exposer avec autant de développement qu'on lui 
en donnait dans les anciens ouvrages , parce que nous la regardons 
comme très-propre à familiariser les jeunes gens avec la considéra- 
tion des fractions, et à leur donner cette habitude de calcul , dont 
ils ne sauraient trop apprécier l'importance (1). D'ailleurs, la com- 
plication des opérations que cette théorie comporte n'en fera que 
mieux ressortir l'avantage du nouveau système des poids et mesures 
sur l'ancien. 

On a déjà vu ( n° 8 ) que, pour évaluer les quantités plus petites 
que l'unité principale, on conçoit cette unité divisée en un certain 
nombre de parties égales qu'on regarde elles-mêmes comme for- 
mant de nouvelles unités. Mais afin de rendre les calculs plus com- 
modes , au lieu de partager tout d'un coup l'unité en un grand 

(1) Il existe une autre raison puisée dans la considération des mesures étrangères, de la 
division du temps, etc. 
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nombre de parties égales , on ne la divise d'abord qu'en un certain 
nombre de parties ; puis on subdivise celles-ci en d'autres , et ces 
nouvelles encore en d'autres parties. C'est ainsi que, pour les mon- 
naies , on partageait autrefois la livre en 20 parties égales appelées 
sous, le sou en 12 parties égales appelées deniers. De même, l'unité 
de longueur, ou la toise, était divisée en 6 pieds, le pied en douze 
pouces, etc.... 

Chaque art subdivisait à sa manière l'unité principale qu'il s'était 
choisie (1). Voici un tableau qui présente les subdivisions des unités 
principales de ces différentes sortes de quantités : ' 

Pour les monnaies. 

68. La Prévaut 20 sous, le sou 12 deniers; donc la livre vaut 
12 fois 20, ou 240 deniers. 

On dit encore que le sou est la 20 e partie de la livre; le denier est 
le 12° du sou, ou la 240 e partie de la livre. 

Pour les longueurs. 

La toise vaut 6 pieds, le pied 12 pouces, le pouce 12 lignes; donc 
la toise vaut 12 fois 6, ou 72 pouces, 12 fois 72, ou 864 lignes. 

Ou bien , le pied est le 6* de la toise ; le pouce est le 12° du pied y 
ou le 72° de la toise; la ligne est le 12 e du pouce, ou la 864° partie 
de la toise. 

Pour les mesures itinéraires. 

La lieue moyenne vaut 2250 toises; elle se subdivise en demies, en 
quarts, et en demi-quarts ou huitièmes de lieue. 

Pour les poids. 

La livre vaut 2 marcs, le marc 8 onces, l'once 8 gros, le gros 72 
grains; donc la livre poids vaut 8 fois 2, ou 16 onces, 8 fois 16, ou 
128 gros, 72 fois 128, ou 9216 grains. 

Ou bien encore, le marc est la mpitié de la livre poids; Yonce est 
le 8« du marc ou le 16* de la livre; le gros est le 8' de Yonce ou la 
128* partie de la tara; le grain est le 72» du gros ou la 9216 # partie 
de la livre. 

Pour le temps. 

Le jour se subdivise en 24 heures, l'heure en 60 minutes, la minute 

(1) Voyez, pour l'histoire et l'origine de ces sortes de mesures, un ouvrage de H. Sàigkv, 
ayant pour titre : Traité de Métrologie ancienne et moderne. 
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en 60 secondes, la seconde en 60 tierces. L'année est de 865 jours, 
( ou de 866 dans les années bissextiles ). 



On appelle nombre complexe tout nombre concret (n° 2) qui est 
décomposé en plusieurs parties rapportées respectivement à des 
unités différentes ; et , par opposition, celui qui est rapporté à une 
seule espèce d'unité, s'appelle nombre incomplexe. Ainsi, \% Uv 17* 9*, 
25 T 4 P 7p 6\ 41 Œ t m l on & 17*"\... sont des nombres complexes; 
8 livres, 17 toises, 28 grains.... sont des nombres incomplexes. 

69. Nous commencerons la théorie des nombres complexes par le 
développement de deux opérations qui lui sont particulières, et qui 
peuvent être regardées comme servant de base aux quatre opérations 
principales. La première a pour objet, un nombre complexe étant pro- 
posé, de le convertir en un seul nombre fractionnaire de l'unité prin- 
cipale; la seconde, étant donnée réciproquement une expression frac- 
tionnaire d'une unité principale quelconque, d'en déduire le nombre 
complexe qu'elle représente. 

1 * Soit 1 7 T 8 P 7 p 1 1 1 à réduire en un seul nombre fractionnaire de toise. 
1 est clair que, si l'on parvient à déterminer le nombre de lignes 
que comprend le nombre proposé , il suffira ensuite de donner le 
nombre 864 pour dénominateur au résultat, puisque , d'après le ta- 

1 

bleau (n° 68), la ligne vaut — de toise. 

Réduisons donc en lignes le nombre proposé. 

D'abord , puisque la toise vaut 6 pieds , 17 T 5 P 7 p 1 1 ! 

on réduira en pieds 17 T 5 P en multipliant 6 
1 7 par 6, et ajoutant au produit les 5 pieds 107 
que l'on a déjà ; on obtient ainsi 107 p pour 12 
résultat. 1291 

Maintenant, comme le pied vaut 12p , on 12 
réduira en pouces 107 p 7? en multipliant 15503 
107 par 12 et ajoutant 7 au produit; ce qui donne 1291 p. 

Enfin, puisque le pouce vaut 12 lignes, il suffit, pour réduire 
1291 p 11 1 en lignes, de multiplier 1291 par 12 et d'ajouter 11 au 
produit, ce qui donne 15508 lignes pour le nombre total de lignes 
que contient le nombre 17 T 5 P 7p 11 1 . 

15503 

Donnant donc à 15508 le dénominateur 864, on obtient 
de toise pour le nombre demandé. 
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IV. B. — Dans cette opération , nous avons été conduit deux fois 
à multiplier par 12. En général, la multiplication parle facteur 12 
est très-fréquemment employée dans la théorie des nombres com- 
plexes ; et il faut savoir multiplier un nombre par 12, aussi rapide- 
ment que si le multiplicateur n'avait qu'un seul chiffre. Toutefois, 
en attendant que la mémoire soit assez exercée , ou peut faire 
usage d ? une Table de multiplication (n° 18), étendue jusqu'à 12 
inclusivement. 

L'exemple précédent suffit pour mettre au fait de la marche qu'il 
faut suivre pour effectuer la première opération. 

Voici en quoi elle consiste : Multipliez d'abord le nombre d'unités 
principales que renferme le nombre complexe, par le nombre des unités 
de la plus haute subdivision, qui entrent dans l'unité principale, et 
ajoutez au produit les unités de cette subdivision, que vous avez déjà. 

Multipliez le résultat ainsi obtenu par le nombre d'unités de la se- 
conde subdivision,, que renferme la première, et ajoutez au produit les 
unités de la seconde subdivision, que vous avez déjà. 

Multipliez le nouveau résultat par le nombre d'unités de la troisième 
subdivision, que renferme la seconde, et ajoutez au produit, etc.... ; 
continuez ainsi l'opération jusqu'à ce que vous soyez parvenu à la 
dernière subdivision. 

Donnez enfin pour dénominateur au dernier résultat, le nombre 
d'unités de la plus petite subdivision, que contient l'unité principale, 
nombre qui se trouve compris dans le tableau (n° 68). 

615 

70. 2° Soit le nombre fractionnaire de toise à réduire en un 

nombre complexe. 

On commence par diviser 6 1 5 par 615 2$ 

28 comme à l'ordinaire, ce qui donne 155 

pour quotient 26 et pour reste 17 ; 17 

ainsi , l'on peut déjà dire que le g 

nombre proposé est égal à 26 T plus ^ 102 

de toise. Mais puisque la toise vaut f? 

6 pieds , il s'ensuit que — de toise fig) 

17 5 
rev iennent à ^-de 6 pieds , c'est-à- 12 

1 t «cm Artois 17 .102 , 60 
due ( n" 65) à — ~ — ou à — de J: 



26 T 4 H 5» 1 2' 7$. 
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pied ; et autant de fois 102 contiendra 23, autant de pieds on aura 
au quotient. D'où Ton voit que, parvenu au reste 17, pour obtenir 
des pieds, on doit multiplier 17 par 6 et diviser le produit 102 
par 28; on obtient ainsi pour quotient 4 P et pour reste 10 p : le nom- 
bre proposé est donc égal à 26 T 4 P plus ~J de pied. 

En raisonnant sur cette nouvelle fraction comme sur la précé- 
dente , on verra que , pour la réduire en pouces, il suffît de multi- 
plier le reste 10 par 12, et de diviser le produit 120 par 23 \ il vient 
alors pour quotient 5** et pour reste ôp. 

Multipliant ce nouveau reste par 12 pour avoir des lignes , on 
obtient le produit 60 , qui , divisé par 2$ , donne au quotient 2 , 
avec le reste U 1 . 

Donc enfin , le nombre proposé est égal à 26 T Â* 5 p 2 1 55. 
Ordinairement , on néglige la fraction ^ de ligne , ou bien 



on l'estime à peu près. Ici , par exemple , si Ton avait |j au lieu 

14 2 

de — , la fraction équivaudrait à g de ligne. Mais , comme le dé- 
nominateur est plus grand que 21, il s'ensuit que ~ est plus petit 



2 

que | de ligne. On reconnaîtrait de même que cette fraction est plus 

grande que i ligne. 

Règle générale. — Pour effectuer la seconde opération, divisez 
le numérateur du nombre fractionnaire proposé, par le dénominateur ; 
vous obtenez ainsi un quotient qui exprime les unités principales, et 
un certain reste. 

Multipliez ce reste par le nombre d'unités de la première subdivision 
que renferme l'unité principale, et divisez le produit par le dénomina- 
teur; vous obtenez un nouveuu quotient qui exprime les unités de la 
première subdivision, et un nouveau reste, 

Multipliez ce reste par le nombre d'unités de la seconde subdivision, 
que contient la première, et divisez le produit par le dénominateur; vous 
obtenez pour quotient les unités de la seconde subdivision, et un nou- 
veau reste sur lequel vous opérez comme sur les prècàknts. Vous con- 
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tinuez ainsi l'opération jusqu'à ce que vous soyez parvenu à la (1er- 
niere suomiibion. 

71. Au reste, ces deux opérations se vérifient l'une par l'autre , 
comme il est aisé de le voir. 

Par exemple, pour trouver le nombre complexe qui, dans la pre- 

115508 

mière a donné lieu au nombre - , on appliquera à celui-ci 

la règle précédente. Nous nous contenterons d'indiquer le calcul , 
qui n'offre aucune difficulté. 

864 



15503 
6863 
815 

6 

4890 
570 
Ij 
6840 
792 
12 
9504 
864 



17 T 5 P 7? 11' 



La preuve de la seconde opération a besoin de quelques éclaircis- 
sements. 

Après avoir appliqué au nombre 
26 T 4 P 5 P 2 1 , le procédé de la première 
opération , on trouve pour résultat 



26 T 4 P 5p 
6 



23102», ou de toise. Mais, 

comme à ces 23102 lignes se trouve 
jointe la fraction ^ de ligne , il faut 23102 



160 
12 

1925 
12 



multiplier 23102 par 23 pour réduire 
en 28 e *, puis ajouter au produit 14 ; 
ce qui donne pour résultat, 581860, 
nombre auquel on doit ensuite don- 
ner pour dénominateur, 28 fois 864 ; 

. ,._ , 531860 , . . 615 ., , 

mais puisqu'il faut que 2B fois 86 % s«»t «gai a — , il s'ensuit que 



69306 
46204 
14 

531860 
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531360 doit être divisible par 864, ce qu'il est aisé de recon- 
naître; et alors, en supprimant le facteur commun 864, on re- 

trouve en effet 

Voici un autre exemple de la seconde opération et de sa 
preuve : 

Convertir en un nombre complexe de (ivres poids, marcs, onces, 
gros, et grains, le nombre fractionnaire de livre poids. 



12870 



Opération. 
365 



i reuve. 
35» 0« k on 1* 22^ H| 



1920 | 35» 0* 4°» 1* 22* r ffr 


2 




95 


70 




2 


8 




190 


564 




8 


8 




1520 


4513 




60 


72 




8 


9026 




480 


31591 




115 


22 


118609920 


72 


324958 


26449 


230 


.365 


80179 


805 


1624790 


64512 


8280 


1949748 




980 


974874 


12870 
365 


250 


250 




118609920 



9216 
12870 



Après avoir obtenu, dans la preuve, le nombre 118609920 , qui 
exprime des 365" de grain, on divise ce nombre par 9216, nombre 
de grains que contient la livre poids; ce qui donne un quotient 

12870 

exact, 12870 ; ainsi l'on retrouve le nombre proposé, ^ de livre 
poids. 

72. Au moyen de ces deux règles préliminaires, les quatre opé- 
rations principales sur les nombres complexes peuvent être rame- 
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nées à celles qui ont été exposées dans le chapitre précédent. En 
effet, quelle que soit l'opération proposée, on peut d'abord convertir 
les nombres complexes sur lesquels on a à opérer, chacun en un seul 
nombre fractionnaire de l'unité principale, d'après la règle du n° 69 ; 
on effectue ensuite sur les nombres ainsi transformés l'opération de- 
mandée, d'après les règles ordinaires du calcul des fractions ; et l'on 
obtient pour résultat un nombre fractionnaire que l'on convertit en 
un nombre complexe, suivant la règle du n° 70 ; ce qui donne enfin 
le résultat cherché. 

Mais cette méthode est en général moins simple, surtout pour les 
trois premières opérations , que celle dont nous allons donner le 
développement. 

addition des nombres complexes. 

73. Cette opération se fait à peu près comme l'addition des nom- 
bres entiers : on écrit tous les nombres proposés les uns au-dessous des 
autres, de manière que les unités de même espèce ou de même sub- 
division soient dans une même colonne, et l'on commence par ajouter les 
unités de laplus petite subdivision ; si leur somme compose moins d'une 
unité de l'espèce immédiatement supérieure , on écrit cette somme 
au-dessous; mais si elle renferme assez d'unités pour composer une 
ou plusieurs unités de la subdivision immédiatement supérieure, on 
n'écrit au bas de la colonne, que l'excédant de la somme sur le nombre 
d'unités de l'espèce supérieure, qu'on a pu extraire, et l'on retient 
celles-ci pour les ajouter avec leurs semblables, sur lesquelles on opère de 
la même manière. 

PREMIER EXEMPLE. 



On propose d'ajouter les nombres 



765" 




7" 


1279 


17 


6 


915 


t$ 




2594 


19 




589 


8 


6 


somme. 6145'" 


19' 


2" 


preuve. t>t>t>t> 




0 


En additionnant d'abord 


les deniers , je trouve pour somme 38 , 



qui renferme 3 fois 12 deniers ou 3 sous et 2 deniers; je pose les 
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2 deniers, et je retiens 8 sons pour les ajouter avec la somme des 
unités de l'espèce des sous. 

Je trouve pour cette nouvelle somme 89 ; je pose 9 et je retiens 

3 dizaines , pour les reporter à la colonne des dizaines de sous, ce 
qui donne 7 dizaines de sous; et comme il faut 2 dizaines de sous 
pour faire une livre, je prends la moitié de 7, qui est 3 avec 1 pour 
reste ; je pose ce reste, et je porte les V iv à la colonne des livres, que 
j'ajoute comme à l'ordinaire. 

La preuve se fait d'ailleurs de la môme manière que pour les 
nombres entiers. (Voyez n^ 18.) 

SECOND EXEMPLE. 

Soit à ajouter 89® I" l on 6* AW 

(L'unité prinei- 47 0 2 7 89 167 1 72 

pale est la 87 1.8 8 58 28 I 2 

livre poids.) 87 1 7 5 29 

282 1 7 7 28 

& * i * 0 

En faisant l'addition des grains , on trouve pour somme 167 que 
l'on écrit d'abord à côté , comme on le voit ci-dessus ; puis on di- 
vise 167 par 72, nombre de grains que contient le gros, ce qui 
donne pour quotient 2 et pour reste 28 ; on écrit 28 au bas de la 
colonne des grains, et l'on retient 2 qu'on reporte à la colonne des 
gros. On trouve pour la somme des gros, 28, c'est-à-dire 2 fois 
8 gros, ou 2 onces plus 7 gros ; on pose 7 gros, et l'on retient 2 pour 
les reporter à la colonne des onces, sur laquelle on opère, ainsi que 
sur les colonnes suivantes, comme on a opéré sur celles qui pré- 
cèdent. 

Soustraction des nombres complexes. 

7*. Écrivez le plus petit nombre sous le plus gmnd, de manière que 
les unités de même espèce se correspondent, et commencez la sous- 
traction par les unités de Vespèce la plus faible; si le nombre inférieur 
de ces unités peut être retranché du nombre supérieur, écrivez Us 
reste au-dessous; s'il ne peut en être retranché , empruntez sur la 
subdivision immédiatement supérieure une unité, que vous ajoutez à 
celles de l'espèce sur laquelle vous opérez, après l'avoir réduite en unités 
de cette dernière espèce; en ayant soin, toutes les fois que vous aurez 
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fait un emprunt, de diminuer d'une vnité le nombre sur lequel a été 
fait cet emprunt. 

PREMIER EXEMPLE. 

Du nombre 827" w il* 7* 

on propose de soustraire. . . 18 9 15 11 
reste. . . . ~Î37 15 8 

« 

preuve. 827 11 7 

Comme on ne peut ôter 1 1 deniers de 7, on emprunte sur 1 1 sous, 
une unité , qui vaut 12 deniers, qu'on ajoute à 7, ce qui donne 19 ; 
et l'on dit : 11 de 19, il reste 8, qu'on écrit au-dessous des deniers. 

Passant ensuite aux sous, on dit : 15 de 10 (et non pas de 11, à 
cause de l'emprunt); et, comme cela ne se peut, on emprunte 
1 livre, qui vaut 20 sous, que l'on ajoute à 10, ce qui donne 
80 sous ; puis on dit : 15 de 80, il reste 15, que l'on pose au rang des 
sous. 

Enfin, on soustrait 189 de 326, et il reste 137. 

Ainsi, le reste de la soustraction est 187^ 15' 8 rf ; ce qu'on 
peut vérifier en faisant la somme de ce reste et du plus petit 
nombre. 

SECOND EXEMPLE. 







4 P 


7P 


5» 






5 


11 


7 


• 


11 


4 


7 


10 




89 


4 


7 


5 



Comme on ne peut soustraire 7 lignes de 5, on emprunte 1 pouce 
qui vaut 12 lignes, que l'on ajoute à 5, ce qui donne 17 ; et l'on 
dit : 7 de. 1 7 , il reste 10. Ensuite, 11 de 6, cela ne se peut ; mais 1 1 
de 12 plus 6, ou de 18, il reste 7. Passant aux pieds : 5 de 8, cela 
ne se peut ; mais en empruntant 1 toise , qui vaut 6 pieds , on a P 
plus 3, ou 9, et l'on dit : 5 de 9, il reste A. Soustrayant enfin 27 toi 
ses de 88, on obtient 11 ; donc le reste demandé est 11 T 4 P 7p 10 1 

TROISIÈME EXEMPLE. 

Un vase plein de liquide pèse. . 1 7ffi 6 on A3 1 V r 
La tare, ou le poids du vase vide, 

est de «. 4 7 6 4 9 

On demande le poids du liquide. 12 18 5 40 

17 5 4 17 
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11 est clair que si Ton soustrait, du poids total du vase et du liqu ide 
qu'il contient , le poids seul du vase , le reste doit représenter le 
poids du liquide. 

Gomme on ne peut ôter 49 de 17 , on emprunte 1 gros qui vaut 
72 grains ; et l'on dit : 49 de 72 plus 17, ou de 89, il reste 40. En- 
suite, 6 de 8 plus 8, ou de 1 i , il reste 5. Passant aux onces, 7 de 4, 
cela ne se peut; mais comme 1 livre vaut 16 onces, on dit : 7 de 
16 plus 4, ou de 20, il reste 13. 

Enfin, 4 de 16 il reste 12; donc le poids total du liquide est 
12» 13°» b* 4W. 

Multiplication des nombres complexes. 

Cette opération, plus difficile que les deux premières, demande 
beaucoup^ d'attention , et ne peut être développée d'une manière 
bien nette que sur des exemples. 

Pour plus de clarté , nous distinguerons deux cas principaux : 
ou, le multiplicande étant complexe, le multiplicateur est incom- 
plexe ; ou bien, le multiplicande étant complexe ou incomplexe, le 
multiplicateur est complexe. 

75. Considérons d'abord le premier cas, celui où, le multiplicande 
étant complexe, le multiplicateur est un nombre incomplexe ou un 
nombre entier quelconque. 

Soit à multiplier 247"»' 17' ii d 

par 9 

2231"* V 3 d * 

On obtient ce produit en multipliant toutes les parties du multipli- 
cande, à partir des plus faibles, par le multiplicateur, et ayant soin de 
retenir les unités des ordres supérieurs , fournies par les produits 
inférieurs. 

Ainsi , l'on dit : 9 fois 1 1 deniers font 99 deniers , qui con- 
tiennent 8 fois 12 deniers ou 8 sous et 3 deniers; on pose alors 
3 deniers et l'on retient 8 sous pour les reporter sur le produit 
des sous. 

Ensuite , 9 fois 7 font 63, et 8 de retenue font 71 sous ; on pose 
1 sou et l'on retient 7 dizaines de sous; 9 fois 1 font 9 , et 7 de re- 
tenue font 16 dizaines de sous ; et comme 2 dizaines de sous font 
1 livre, on prend la moitié de 16 qui est 8, que l'on retient pour les 
reporter au produit des livres , sur lesquelles on opère d'après le 
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procédé connu de la multiplication des nombres entiers ; il vient 
enfin , pour le produit demandé , 22*1"*' 1' 3 d . 

Dans cet exemple, où le multiplicateur n'est exprimé que par un 
seul chiffre , on a commencé par la droite , et Ton a déterminé 
successivement les sous fournis par le produit de» deniers, et les 
livres fournies par le produit des sous. Mais si le multiplicateur 
avait plusieurs chiffres , les mêmes déterminations ne pourraient 
plus s'exécuter de tête ; et pour y parvenir, il faudrait faire à part 
des multiplications, ensuite des divisions, afin de convertir les es- 
pèces inférieures en espèces supérieures, ce qui demanderait beau- 
coup de calcul. Dans ce cas, l'opération se fait d'une manière plus 
simple, ainsi qu'on va le voir sur l'exemple suivant. 







15' 


9* 

• 




5488" 1 ' 








3920 








6272 








428 . 


10' 




Sa • » . « 


214 


5 








8 


6 d 






14 


8 




672562"* 


17' 


9* 



Après avoir effectué la multiplication de 784 par 857 comme à 
l'ordinaire , on passe à la multiplication.des 15 sous par 857. Pour 
obtenir sur-le-champ ce produit en livres , on observe que, si l'on 
avait 1 livre à multiplier par 857 , le produit serait 857 livres ; 

15 

mais 15 sous , ou — de livre , ne sont que les trois quarts de la li- 
vre ; ou bien , étant décomposés en 10 sous et 5 sous, ils en sont la 
moitié plus le quart; donc le produit demandé se compose de la moi- 
tié de 857 livres, plus le quart de 857, ou, ce qui revient au même, 
plus la moitié de la moitié de 857 livres. Ainsi l'on dira : pour 10 sous, 
la moitié de 857 livres est 428 (voyez n° 31 ), et il reste 1 livre qui 
vaut 20 sous ; la moitié de 20» est 10- ; et l'on obtient 428'" 10» pour 
le produit de 10 sous par 857. 

Prenant maintenant la moitié de 428"* 10', on a 214"" 5' pour 
le produit de 5 sous par 857. ' 

Passant aux deniers» on remarque que 9 deniers sont décompo- 
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sables en 6 deniers plus 3 deniers ; or 6 deniers sont la moitié d'un 
soit, et par conséquent , la moitié du 5° ou le 10 e de 5 sous ; donc 
le produit de 6 deniers par 857 est le 10 e du produit précédent, 
ou de âi4 WB 8*. Prenant d'abord le 10 e de SU, on a pour quo- 
tient 21 , et pour reste -4 livres, qui valent 4 fois 20, ou 80 sous, 
que Ton réunit aux 5 sous ; le 10 e de 85 est 8 sous, et il reste 5 sous 
qui valent 5 fois 12 , ou 60 deniers; enfin , le 10 e de 60 est 6 ; et 
l'on a 21 " p 8' 6 d pour le produit de 6 deniers par 857. 

Pour obtenir le produit de 3 deniers par 857, il suffit de prendre 
la moitié du produit précédent, et l'on trouve W iv 14' & d . 

Soulignant le tout , et faisant la somme des produits partiels, on 
obtient 672562 w, > 17* 9" pour le produit total. 

Cette manière d'obtenir les produits des subdivisions de l'unité 
principale du multiplicande, par le multiplicateur, s'appelle méthode 
des parties 'aliqvotes, parce qu'elle consiste à décomposer les nombres 
d'unités de ces subdivisions en parties aliquotes, soit de l'unité princi- 
pale, soit les unes des autres, c'est-à-dire (n° 51) en parties qui 
soient respectivement contenues un nombre exact de fois les unes 
dans les autres ; et alors , pour former un produit correspondant 
à l'une de ces parties aliquotes, on prend, de l'un des produits 
qui précèdent , une partie marquée par le nombre de fois que la 
partie aliquote que l'on considère est contenue dans la partie qui a 
fourni ce produit déjà obtenu. 

Soit, pour nouvel exemple, 



à multiplier 67* 5' 6» B 1 

par 59 

603 T 
335 

pourW 29 8p 

2 19 4 

6p 4 5 6" 

X * 4 tt 

4 1 0 1 7 8» 

1 0 0 4 11 

4007 T 2 p 6p 7» 



Pour obtenir le produit de 5 pieds par 59, on observe que 5 pieds 
se décomposent en 3 pieds, qui valent ^ toise , plus 2 pieds, qui 
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valent^ de toise ; donc, comme le produit de 1 toise par 59 serait 

89 Joises , celui de 8 pieds par 89 se composera de la moitié de 
89 toises , plus le tiers de 89 ; prenant d'abord la moitié de 59 toi- 
ses , on obtient 29 , et il reste 1 toise , qui vaut 6 pieds , dont la 
moitié est 3 pieds ; ainsi , le produit de 3 pieds par 59 est 29 T 8'. 
De même, le tiers de 59 est 19 pour 57, et il reste 2 toises, qui va- 
lent 12 pieds, dont le tiers est 4; on a donc 19 T 4 P pour le produit 
de 2 pieds par 89. 

Passant aux pouces, on observe que 6 pouces sont la moitié d'un 
pied , ou le quart de 2 pieds ; ainsi , pour obtenir le produit de 
6 pouces par 89, il suffit de prendre le quart du produit 19 T 4 P ; ce 
qui donne 4 T 8 P 6*. 

Maintenant, 5 lignes se décomposent en 4 lignes plus 1 ligne ; et 
comme 4 lignes sont le tiers d'un pouce, qui lui-même est le 6 e de 
6 pouces , il s'ensuit que 4 lignes valent le tiers du 6 e ou le 18" de 
6 pouces ; ainsi , on serait conduit à prendre le 18 e de 4 T 5 P G*, ce 
qui ne serait pas commode ; mais on peut lever cette difficulté en 
formant un produit auxiliaire ( improprement appelé faux produit), 
savoir le produit de 1 pouce par 89. Or, ce produit est le 6" de 
4 T 8 P 6p, ou 0 T 4 P IIP ; on le place au-dessous des autres produits, 
en ayant soin toutefois de le barrer, comme on le voit ci-dessus, 
parce qu'il ne doit pas entrer en ligne de compte; après quoi , en 
prenant le tiers de ce produit, on obtient celui de 4 lignes par 89, 
égal à 0 T 1* 7p 8». 

Enfin , 1 ligne étant le quart de A lignes , on prend le quart du 
dernier produit, et l'on trouve 0 T 0 P 4p il». 

Additionnant tous les produits partiels, on obtient pour le pro- 
duit total, 4007 T 2 P 6p 7». 

76. Considérons actuellement le cas où le multiplicateur est lui- 
même un nombre complexe. Mais prenons d'abord un exemple qui 
ne soit pas trop compliqué. 
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L'aune d'une certaine étoffe coûtant W tv 17' ii d , on demande le 

prix de 89 «met |. 

68"» 17' 11* 





S9 a 


7 

1 




585 //w 






195 




powr 10'... 


19 


10' 


5. . . 


9 


15 


2 . • • 


3 


18 


6".. 


0 


19 


8... 


0 


9 


2 • • • 


0 


6 




SI 


18 


a 

ï* * * 


16 


9 


« 

• * ' ' 


8 





6" 
9 

6 ; s 



11 i...4...4 
5 J...2...6 
8 g. .»!.<. 7 



tm ttv il' ii rf î 



17 









7 

Puisqu'une aune coûte 65 Wv 17* il**, il est clair que 89 aunes ~ 

o 

7 

doivent coûter 89 fois 65"" 17' 11**, plus les— de ce môme nombre; 
, 8 

c'est-à-dire qu'il faut multiplier d'abord 65"" 17' ii d par §9, et 
ensuite par -]L 

o 

La première multiplication n'offre aucune difficulté , d'après ce 
qui a été dit ci-dessus ; ainsi, nous ne nous y arrêterons pas. On ob- 
tient les 8 premiers produits partiels comme précédemment. 

7 

Passons à la multiplication par—. Or cette fraction peut se dé- 
fi 

composer en ^ ou i, plus -, qui est la moitié de ~, plus i, qui est 

o A o t o o 

2 7 
la moitié de^; donc , pour obtenir le produit par - , il suffit de 

prendre d'abord la moitié de 68"" 17' il rf , puis la moitié de celte 
moitié , et enfin la moitié de la nouvelle moitié. 

Prenant donc la moitié du multiplicande , on obtient 
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%V {V 18* H d p que Ton écrit au-dessous des produits précédents. 

Prenons maintenant la moitié de ce dernier produit ; la moitié de 

32 est 16 ; la moitié de 18 est 9 ; la moitié de 1 1 est 5, et il reste 1 , 

13 3 
qui, réuni à-, donne — , dont la moitié est ainsi le nouveau 

produit est 10*9' 

Prenant encore la moitié de celui-ci, on dit : la moitié de 16 
est 8 ; la moitié de 9 est A , et il reste 1 sou, qui vaut 12 deniers ; 
12 et 5 font 17 , dont la moitié est 8 , et il reste 1 , qui , ajouté à 
3 7 7 

-j-, donne j, dont la moitié est ^; ainsi, ce dernier produit est égal 
à 8"" V 8" L 

Il reste à additionner les produits partiels , en commençant par 
les fractions. 

Comme le dénominateur 8 est , par la nature même des opéra- 
tions, multiple des deux autres, on le place d'abord (n° 58) à la 

droite et un peu au-dessus de la fraction et l'on souligne ; puis on 

écrit au-dessous de 8 et respectivement sur la même ligne que les 
fractions, les quotients 4, 2, et 1, résultant delà division de 8 par 
les 3 dénominateurs ( ce sont les nombres par lesquels il faut multi- 
plier les deux termes des fractions respectivement correspondantes, 
pour avoir le même dénominateur). Cela posé, on multiplie les nu- 
mérateurs des fractions par ces quotients, ce qui donne 4, 6, et 7, 
dont on fait l'addition, et Ton obtient pour somme 17 ; ainsi , la 

17 1 1 

somme des fractions est -g-> ou 2 plus^. Alors on pose ^ au-dessous 

des trois fractions , et Ton retient 2 deniers pour les reporter â 
la colonne des deniers , sur laquelle on opère , ainsi que sur les 
autres, comme on Ta indiqué précédemment. 
On obtient enfin pour le produit demandé , c'est-à-dire pour le 

prix des 39« g, . . .2627"" 1 ï 1 

On voit d'après cet exemple , que , quand le multiplicateur con- 
tient des parties ou subdivisions de l'unité principale, l'artifice de la 
méthode consiste encore à décomposer les subdivisions de ce facteur 

r 
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en parties aliquotes , soit de l'unité principale, soit les unes des 
autres, puis à prendre du multiplicande ou des produits qui en résul- 
tent, des parties indiquées par ces parties aliquotes. 

Proposons-nous, pour second exemple, de déterminer le prix 
de 69 T 4 P IIP d'un certain ouvrage, en supposant que la toise coitte 
25"" 19' 5*. 







19' 


5 a 








HCiT 




1 1 1 








225"" 












150 










pour 10*. . . 




10* 








o . . . 


17 










2... 


6 


18 








2... 


6 


18 








4".. 


1 


S 








1... 


0 


5 


9* | 


72 




8 P . . 


12 


19 




.36. 


. .36 


1... 


A 


6 


6 


.12. 


..60 


6". . 


2 


3 




. 6. 


..80 


• 8 . . • 


1 


1 


7 - 7 - 


. 8. 


..51 


1... 


0 


7 


2 H- 


. 1. 


..41 


1... 


0 


7 




. 1. 


. .41 


* 


1818"" 

• 


5' 


4 d H 




259 


72 


48 


8 



Nous supposerons ici, comme dans l'exemple précédent , que l'on 
ait effectué le produit de 25"" 19* 5 d par 69 ; et la somme de ces 
premiers produits partiels exprimera le prix des 69 toises. 

Maintenant, pour déterminer le prix de 4 P 1 l p du même ouvrage, 

observons qu'une toise coûtant 25"" 19* B d , 4 pieds, ou 8 pieds 

8 1 3 
plus 1 pied , c'est-à-dire ^- plus - de toise , doivent coûter les- 

ou la moitié, plus le i ou le tiers de la moitié de 25"" 19* 5 d . De 

même, 11 pouces se décomposant en 6 pouces, plus 3 pouces , plus 

6 8 1 

2 pouces , ou bien ,en^, plus — , plus deux fois de pied , 

doivent coûter la moitié du prix que l'on aura obtenu pour le pied, 
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plus la moitié de cette moitié , plus enfin deux fois le tiers de cette 
nouvelle moitié. Il faut donc former tous ces produits. 
D'abord , pour 3 pieds , on prend la moitié de 25" w 19' 5 rf , ce 

qui donne 12" y 19' S d p pour 1 pied, on prend le tiers de ce . 
produit , et l'on trouve A liv 6' 6* ^ ( en observant que , lors- 
qu'on est parvenu aux deniers, on a pour reste 2 , qui , joints à i, 

5 15 
donnent ^- dont le— est ^). Pour 6 pouces, on prend la moitié 

du produit précédent , et il vient V tv 8' 8* ^ ; pour 3 pouces , on 

prend encore la moitié de ce dernier produit, ce qui donne 
17 

xuv {s ;<*__ En fi n % pou,. { pouce j on prend le tier8 de ceIlli _ ci j et 

Ton a 0" y 7' 2" , produit que l'on écrit deux fois. 

Quant à l'addition des produits partiels , on la fait, comme dans 
le premier exemple, en observant toujours que le dénominateur 72 
est multiple de tous les autres, et qu'alors on peut appliquer aux 
fractions les simplifications du n° 48. 

Jusqu'à présent le multiplicande exprimait des livres, sous et 
deniers, et alors le produit représentait des unités et subdivi- 
sions de la même nature. Voici une nouvelle question dans laquelle 
le multiplicande et le produit expriment des toises, pieds, pouces. . . . 

On peut faire exécuter 69 T 4 P 1P pour 1""; on demande le nombre 
de toises qu'on fera exécuter pour %V tv 19* 5 d . 

Il est évident que,~pour obtenir le nombre de toises demandé, il 
faut multiplier 69 T 4 P IIP par 25 livres, et par les subdivisions 
de la livre, que comporte l'énoncé; car si pour une livre on a pu 

faire exécuter 69 T 4* 11p, il s'ensuit que pour 19 sous , ou — de 



19 

livre, on peut faire exécuter les ^ de 69 T 4 P IIP, c'est-à-dire les 
10 5 

^ ou la moitié , plus les ^ ou la moitié de la moitié , plus etc.... 
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Nous nous bornerons à présenter le tableau des calculs de cette 
nouvelle multiplication : 





69 T 


4 P 


IIP 












25"» 


19' 


5" 








* 




345 T 
















138 














3 P . . . 


12 


3 P 












1.... 


4 


1 












6p... 


2 


0 


GP 










3 . . . . 


1 


0 


3 










2.... 


0 


4 


2 










10' . . . 


34 


5 


5 


e, 








B • • • • 


17 


2 


8 


9 


[90 






2.... 


6 


5 


10 


8 •§ . . 


. 4. 


..8 




2.... 


6 


5 


10 


8 j • • 


. 4. 


..8 




4 d ... 


1 


0 


11 


9 -j • • 


. 4. 


..8 




1 • • • . 


0 


1 


8 




. 1. 


..7 






1813 T 


1* 


7" 






31 

il 





77. ff. — Observons que, dans ce dernier exemple, les deux 
facteurs de la multiplication sont les mêmes que ceux de l'exemple 
précédent; et cependant, on a obtenu deux résultats qui diffèrent 
l'un de l'autre , sinon par l'entier qui y entre , du moins par la 
nature de l'unité principale , et par les subdivisions de cette unité. 
Ainsi le principe du n° 25, qui consiste en ce que l'on peut interver- 
tir l'ordre des facteurs d'un vroduit, sans changer le produit, ne 
semble vrai que pour les nombres abstraits. Pour le rendre appli- 
cable au cas de deux nombres complexes , il faudrait concevoir 
chacun de ces nombres réduit (n° 69) en un seul nombre fraction- 
naire de l'unité principale qui lui correspond ; et les deux nom- 
bres qu'on obtiendrait en intervertissant l'ordre des facteurs se- 
raient égaux, abstraction faite toutefois de la nature de l'unité 
principale , laquelle devrait être différente dans les deux produits. 
En effet, d'après la définition de la multiplication, toutes les 
fois que l'on considère des nombres concrets , le produit et le 
multiplicande doivent être de même nature; tandis que le multi- 
plicateur , quoique pouvant être d'abord exprimé par un nombre 
concret, doit toujours être considéré, dans l'opération, comme 



Digitized by Google 



DIVISION DES NOMBRES COMPLEXES. 107 

un nombre abstrait qui désigne combien de fois on doit répéter 
le multiplicande, ou quelle partie on en doit prendre. Il fout donc, 
lorsqu'on a une multiplication à effectuer, avoir soin de détermi- 
ner lequel des deux facteurs doit être pris pour multiplicande, ce 
qui n'est pas difficile , puisqu'il est toujours de même nature que 
le produit , et que la nature de celui-ci est indiquée par l'énoncé 
de la question. 

78. La preuve naturelle de la multiplication se fait par la divi- 
sion ; mais il est en général plus simple, à cause des fractions com- 
pliquées que renferme souvent le produit, de doubler le multiplicande 
et de prendre la moitié du multiplicateur, ou réciproquement. Nous 
engageons les commençants à reprendre les opérations ci-dessus , 
et à en faire les preuves d'après cette méthode. Voici d'ailleurs de 
nouveaux exemples sur lesquels ils peuvent s'exercer : 

1° Déterminer le prix de 85» l m 5°» W 48* r d'une certaine mar- 
chandise, en supposant que la livre poids coûte W iv \V 3 rf . 

Résultat: 855"" 8' 

64 

2° Multiplier 139 T 8* Q p 11 1 par 25"" 19' ll rf . 
Résultat : 8685* 2* 5p 10' 
8° Multiplier 81 Wv 17' 0* par W iv il* 5 d . 
Résultat : 496"" 10' 3" S. 

Nous aurons à traiter, par la suite (Chap. VU), des questions 
susceptibles de donner lieu à la dernière opération. 

Division des nombres complexes. 

Nous distinguerons également deux cas principaux : ou le divi- 
dende et le diviseur sont, de nature différente ; ou bien ils sont de même 
nature. 

79. Premier cas. — Le dividende et le diviseur étant de nature 
différente. 

Dans ce cas , il peut arriver deux circonstances : ou le diviseur 
est incomplexe, ou bien il est complexe. 

1° Si le diviseur est incomplexe , considérez-le comme abstrait, et 
effectuez la division du dividende par le diviseur, en réduisant le quo- 
tient en unités principales et subdivisions de la nature du dividende. 
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2° Si le diviseur est complexe , convertissez-le ( n° 69) en un seul 
nombre fractionnaire de son unité principale; multipliez le dividende 
par le dénominateur de la fraction diviseur, et divisez le produit par le 
numérateur, en réduisant toujours le quotient en unités principales et 
subdivisions de la nature du 



M** 16*9* 



On demande le prix de la toise d'un certain ouvrage, en supposant 
que Von ait payé 25469" v 19* ii d pour 568 toises du même ouvrage. 

Le prix de la toise étant connu, 25469" v 19* 1 i d 568 
en le multipliant par 568 on de- 2749 
vrait reproduire 25*69"» 19* 11" ; 477 
donc il faut diviser ce dernier 20 
nombre par 568. 9559 

Après avoir divisé 25469 par 3879 
568 comme à l'ordinaire, ce qui 471 

donne 44 livres pour quotient , et 12 

477 livres pour reste , on réduit 566¥ 
ce reste en sous en le multipliant 551 
par 20 , et Ton ajoute au produit 

les 19' du dividende, ce qui donne 9559', que l'on divise encore 
par 568 ; il vient pour quotient 16' , et pour reste 471* que l'on mul- 
tiplie par 12 pour en faire des deniers ; ajoutant au produit les 11 
deniers du dividende, on trouve 5663 d , que l'on divise de nouveau 
par 568 , ce qui donne pour quotient d d et pour reste 551 ; donc le 

quotient total , ou le prix de la toise , est 44"» 16' 9" ^ 



SECOXD EXEMPLE. 



On a aclietê 258 l m 7 M 5$ de marcliandise pour la somme de 
3259"» 17' 10*; on demande à combien revient la livre poids de cette 

marcliandise. 

Le prix de la livre poids étant connu, en le multipliant par 
2&8& 1* 7™ Wj on devra reproduire 3259"» 17' 10"; ainsi, il faut 
encore diviser le second nombre par le premier. 
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26072 




517 




6518 
3259 




8 

4143 


pour 10, . . 


64 




8 


5 . . . 


32 




33149 


•a... 


12 


16 




6".. 


3 


4 




S • • • 


1 


. 12 




1... 


0 


10 8 





417266"" 2< 8« 


| 33149 


85776 


| 12"" 11 


19478 




20 




389562 




58072 




24923 




12 




299084 




743 





Après avoir converti le diviseur en un seul nombre fractionnaire, 

33149' 

suivant la règle du n° 69, on trouve pour ce diviseur, , puis- 
que (n° 68) le gros est la 128" partie de la livre poids ; mais pour 
diviser 8259"" 17' 10" par a faut (n° 62) multiplier le divi- 

dende par le dénominateur 128, ce qui donne, comme on le voit de 
l'autre part, 417266"" 2* 8 d , et diviser ce produit par le numéra- 
teur 83149; cette dernière opération rentre dans celle de l'exemple 
précédent, et l'on trouve, pour le prix demandé, 12"" H' 9 rf 

743 
H749* 

Ces exemples suffisent pour mettre au fait de la marche qu'il faut 
suivre dans tout autre. 

80. Second cas. — Si le dividende et le diviseur sont de même 
nature, réduisez ( n* 69) Us nombres en unités de la plus petite des sub- 
divisions qu'ils renferment, puis effectuez la division du premier ré- 
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sultat par le second, en exprimant, suivant la règle du n° 70, le 

quotient en un nombre complexe de la nature indiquée par l'énoncé de 



Ceci va s'éclaircir sur des exemples. 

PREMIER EXEMPLE. 

La toise d'un certain ovurage coûte AV iv 19* 5 d ; on demande le 
nombrede toisesque Von peut faire exécuter pour 2728"* 17' 10*. 

Si l'on connaissait le nombre de toises demandé, il est clair qu'en 
multipliant le prix d'une toise, ou 47 Wy 49* 5*, par ce nombre, on 
devrait reproduire 2728"" 1 7' 1 0* ; donc il faut diviser 2728"" 1 7' 1 0* 
par 47 "M 9' 5*. 



ras*» 17* io* 

20 



54577 

12 

654934 



47"* 19*5* 
20 
959 
12 



11513 



reste 



684934 
79284 
10206 

6 

61236 
8671 

12^ 

44052 
951$ 

12^ 

114156 
10539 



11518 



56* 5 P Sp 9» 



Après avoir réduit en deniers les deux nombres proposés , on 

654934 

trouve que le premier revient à ■■ de livre , et le second à 



240 



11513 



^pde livre. Or, pour diviser le premier nombre par le second, 

240 

il faut (n° 62) renverser la fraction diviseur , ce qui donne 44K49 , 

11513 

... 654934 240 . . . 
et multiplier par jj^î mais le facteur 240 entrant a la 

fois dans le produit des numérateurs et dans celui des dénomma- 

654934 

teurs, on peut le supprimer, et il vient flgjy î donc , tout se ré- 
duit à diviser 654934 par 11513, ce qui est conforme à la règle éta- 
blie plus haut. Nous n'entrerons dans aucun détail sur cette division. 
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qui s'effectue, comme on le voit ci-dessus, d'après la règle du 
n° 70; nous observerons seulement que, suivant l'énoncé de la 

question, le nombre fractionnaire ^jy^f doit ^ lre évalué en toises, 

pieds, pouces, etc. . . . 

1 0'iSQ 

Ou trouve ainsi pour résultat, 56 T 5 P 3 p 9 1 jjgjg^ 

SECOND EXEMPLE. 



On a payé i tlv pour 15 T 4 P 7 p d'un certain ouvrage; on demande 
la somme qu'il faut payer pour 329 T 5 P 1 l p 8 1 . 

Si Ton connaissait la somme demandée, en multipliant 15 T 4 P 7 p 
par cette somme, on devrait reproduire 829 T 5 P . . . ; ou bien en- 
core, autant de fois S29 T 5 P contiendront 15 T 4 P 7 P , au- 
tant de livres , sous et deniers, on devra payer. D'où Ton voit qu'il 
faut diviser les deux nombres/donnés l'un par l'autre ; et le quotient 
exprimera en livres, sous et deniers, la somme demandée. 

12620 



329 T 5 P ll p 8' 


15 T 4 P 7 p 


285116 


6 


6 


12716 


1979 


94 


20 


12 


12 


254320 


23759 


1135 


118120 


12 


12 


9160 


285116 


13620 


12 






109920 






960 



20 Ww 18* 8 d 



Après avoir réduit les deux nombres en lignes (parce que la ligne 

est la plus faible des subdivisions qui y entrent) on trouve que le 

2851 16 1 36*^0 

premier équivaut à ^ de toise, et le second à ^ ■ de toise ; 

d'où l'on tire , en multipliant le premier par le second renversé , 

convertissant ce nombre fractionnaire en un nombre com- 



plexe de la livre, on obtient pour le quotient cherché, W iv 18* S d 

960 16 

— ou 

227 



N. B. — Si l'un des termes de la division était incomplexe , U 
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n'en faudrait pas moins réduire les deux nombres en unités de la 
plus petite subdivision qui se trouverait dans l'autre. 

81. Remarque. — Toutes les fois que le dividende et le diviseur 
sont de même nature par rapport à l'unité principale, V énoncé seul 
de la question indique quelle doit être la nature de l'unité principale 
du quotient. Mais lorsque le dividende et le diviseur sont de nature 
différente, le quotient doit être de même nature que le dividende, puis- 
que le dividende étant un produit , doit être (n° 77 ) de même na- 
ture que l'un de ses facteurs. 

82. Quant à la preuve de la division, elle pourrait s'effectuer par 
la multiplication ; mais il est plus commode de doubler les deux 
termes, ou d'en prendre la moitié, et d'effectuer, sur les deux nom- 
bres ainsi modifiés , une nouvelle division ; le quotient doit être le 
même (n° 48) que le précédent. 

Voici de nouvelles applications. 

i w Déterminer le prix de l'aune d'une certaine étoffe, en supposant 
que 69 a -^r aient coûté 2728"*' 17' 9 d . 

Résultai : 89"" 4' 4 d 

2° Diviser $W iv i V l d par 89 T 4 P 7p 10'. 
Résultat : 9"'" 

8° Diviser 1847 T l p 7p par 9 T 5* 7p 10», le quotient devant être 
exprime en livres, sous et deniers. 

Résultat: 185'' v 10*2 d j™. 
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CHAPITRE IV. 

Des Fractions décimales, et du nouveau Système de poids et 

mesures. 

§ 1 er . Des fractions décimales. 

83. De toutes les manières de subdiviser l'unité principale, la plus 
simple et la plus commode pour les calculs, est, sans contredit , la 
subdivision en parties successives de dix en dix fois plus petites. Il en 
résulte des fractions qui ont pour dénominateur l'unité suivie d'un ou 
de plusieurs zéros , et que Ton nomme des fractions décimales. Ce 
mode de subdivision de l'unité offre de grands avantages, en ce qu'il 
ramène immédiatement , ou du moins à l'aide de transformations 
extrêmement faciles, les opérations sur les nombres fractionnaires, 
à de simples opérations sur des nombres entiers. C'est ce que nous 
développerons , après avoir fait connaître la numération des frac-^ 
tions décimales, c'est-à-dire leur nomenclature et la manière de les 
écrire en chiffres. 

De même qu'en décuplant successivement l'unité , on forme de 
nouvelles unités-auxquelles on a donné le nom de dizaines, centaines, 
mille j dizaines de mille, etc. . . ; de même aussi, l'on a conçu l'unité 
divisée en 10 parties égales que l'on a appelées dixièmes, chaque 
dixième divisé en 10 parties que l'on a appelées centièmes (parce 
que l'unité principale contient 10 fois 10, ou 100 de ces nouvelles 
parties), ensuite le centième divisé en 10 parties appelées millièmes, 
chaque millième en 10 parties nommées dix-millièmes, et ainsi de 
suite; ce qui a donné des cent-millièmes , millionièmes , dix-millio- 
nièmes, etc. 

En second lieu, il résulte (n° 5) du principe fondamental de la 
numération écrite des nombres entiers, que les chiffres, en remon- 
tant de droite à gauche , ont des valeurs relatives de dix en dix fois 
plus grandes , ou bien , en descendant de gauche à droite , ont des 
valeurs de dix en dix fois plus petites. D'où il suit que si, à la droite 
d'un nombre entier déjà écrit en chiffres , on place de nouveaux 
chiffres , en ayant soin toutefois de distinguer par un signe quel- 
conque, une virgule par exemple, ces nouveaux chiffres, du nombre 
entier, on aura, par cela même, représenté des parties successives 
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de l'unité de dix en dix fois plus petites, c'est-à-dire des dixièmes, 
des centièmes, des millièmes, etc. . . 

Ainsi l'ensemble des chiffres 24,75 exprimera 24 unités, 7 dixiè- 
mes, et 5 centièmes; 8,478 exprimera 8 unités, 4 dixièmes, 7 centièmes, 
et 8 millièmes. 

84. Soit proposé d'énoncer en langage ordinaire le nombre écrit en 
chiffres 86,3506. , 

Ce nombre peut d'abord s'énoncer ainsi : 86 unités, S dixièmes, 
$ centièmes, 0 millièmes, et 6 dix-millièmes; mais observons que 

3 dixièmes valent 80 centièmes, ou 800 millièmes, ou 3000 dix-millièmes; 
de même, 8 centièmes valent 80 millièmes ou 600 dix-millièmes; donc, 
le nombre total revient à 56 «nités8506 dix-millièmes; c'est-à-dire 
que, pour énoncer en langage ordinaire un nombre fractionnaire 
décimal écrit en chiffres, il faut énoncer séparément la partie entière, 
ou la partie à la gauche de la virgule, énoncer ensuite la partie qui est 
à la droite, comme si elle exprimait un nombre entier, et placer à la fin 
de Vènoncè le nom de l'unité de la dernière subdivision décimale. 

Ainsi, 7,49805 représente T unités, plus 49805 cent-millièmes. De 
même, 249,007086 représente 249 unités, plus 7056 millioniè- 
mes. 

On peut encore, si l'on veut, comprendre dans un seul énoncé la 
partie entière et la partie décimale. En effet, reprenons pour exemple 
le nombre 86,8806 ; comme une unité vaut 10 dixièmes, ou 100 cen- 
tièmes, 1000 millièmes, 10000 dix-millièmes, il s'ensuit que 86 uni- 
tés équivalent à 860000 dix-millièmes; et par conséquent 86,3506 
représente 568506 dix-fnillièmes ; de même, 7 unités valant 700000 
cent-millièmes, le nombre 7,49305 revient à 749805 cent-millièmes; 
c'est-à-dire qu'tY suffit, après avoir énoncé le nombre comme s'il n'y 
avait pas de virgule, de placer à la fin de l'énoncé le nom de la dernière 
subdivision. Mais il. est d'usage d'énoncer la partie entière séparé- 
ment (*). 

(") Nous proposerons, pour énoncer la partie décimale, un autre moyen qui est, en 
général , plus commode dans la pratique. Après avoir énoncé la partie entière comme il 
vient d'être dit , séparez mentalement la partie décimale en tranches de trots chiffre* 
à partir de la virgule (la dernière tranche pouvant n'avoir que un ou deux chiffres); 
énoncez ensuite chagué tranche séparément, et placez à la fin de chaque énoncé partiel 
le nom de l'unité qu'exprime le dernier chiffre de cette tranche. 

Exemples. Le nombre 2,74986329 s'énonce : 2 unités 749 millièmes 863 millionièmes 
29 cent-milliontimes. 

De même, 14,0230000764 s'énonce : 14 unité* 23 milUt mcs 0 millionièmes 76 bilUontèmes 

4 dtx-btlltonièmes. 
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Réciproquement, on propose d'écrire en chiffres une fraction déci- 
male énoncée^ en langage ordinaire. 

Soit à écrire le nombre vingt neuf 'unités, trois cent cinquant&quatre 
millièmes. Écrivez d'abord la partie entière 29 ; ensuite , comme 
800 millièmes reviennent à 3 dixièmes, et que 50 millièmes forment 
8 centièmes, placez une virgule à la droite de 29, et écrivez ensuite 
successivement les chiffres , 8, 5, et 4 ; il viendra 29,854 pour le 
nombre énoncé. Pareillement, cent neuf unités deux mille trois 
dix-millièmes s'écriront 109,2003. 

Soit encore à écrire le nombre 8 unités 87 millièmes. 

Comme 80 millièmes font 3 centièmes, et qu'il n'y a pas de dixiè- 
mes dans l'énoncé, on écrit 8,037 : c'est-à-dire que l'on met à la 
droite de la virgule un 0 pour tenir lieu des dixièmes qui manquent, 
et donner ainsi aux chiffres qui suivent, leur véritable valeur. 

Règle générale. — Pour écrire en chiffres un nombre décimal 
énoncé en langage ordinaire, commencez par écrire la partie entière, 
et placez une virgule; puis écrivez successivement à la droite de cette 
virgule, les chiffres qui représentent les dixièmes, centièmes, etc., que 
renferme l'énoncé, en ayant soin de remplacer par des zéros, les diffé- 
rents ordres qui peuvent manquer. 

S'il n'y a pas de partie entière, c'est-à-dire si le nombre proposé 
est une fraction proprement dite, écrivez un 0 pour tenir lieu de la 
partie entière, et opérez ensuite comme on vient de le dire. Ainsi, dix- 
sept centièmes se représentent par 0,17; cent vingt-cinq dix-mil- 
lièmes, par 0,0125; douze mille deux cent quatre millionièmes, 
par 0,012204. 

Enfin, dans l'énoncé du nombre, la partie entière peut ne pas être 
distinguée de la partie décimale ; alors le nombre n'en est que plus 
facile à écrire en chiffres. // faut écrire le nombre comme s'il exprimait 
des unités entières, et ensuite placer une virgule, de manière que le der- 
nier chiffre à droite exprime des unités de la dernière subdivision que 
comporte l'énoncé. 

Par exemplç, pour écrire le nombre quatre mille deux cent qua- 
torze centièmes, écrivez d'abord 4214 ; et comme le dernier chiffre 
doit exprimer des centièmes , placez la virgule entre 2 et 1 , ce qui 
donne 42, 14. 

De même , deux cent cinquante-trois mille vingt-neuf dix-milliè- 
mes se représentera par 25,8029, et ainsi des autres. 
85. On sent déjà tout l'avantage que présente cette manière 
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d'écrire les fractions décimales. Une fraction se compose ordinai- 
rement de deux nombres placés l'un au-dessus de l'autre , savoir : 
le numérateur «t le dénominateur. Ici , la place de la virgule suffît 
pour indiquer le dénominateur, qui est égal à Vunitè suivie d'autant 
de zéros qu'il y a de chiffres décimaux, c'est-à-dire de chiffres à la 
droite de la virgule. Quant au numérateur, il se compose de l'en- 
semble des chiffres qui sont à la droite de la virgule; ou bien , si l'on 
considère l'entier comme réduit en fraction , c'est le nombre pro- 
posé , abstraction faite de la virgule. 

Ainsi le nombre 28,5037 rais sous la forme ordinaire d'une 

, • 1 a. as 235037 . . 

fraction , revient à 28 JqôÔq ou ToBOÔ ' nombre 2>00409 

. . . . 409 200409 nrtnM41M . . 

est egal à 2 Tôôôôô ou Tôôôôô î eufin ' °> omm e a u,vaut a 

2154 ( 



10000000' 



■ , a B8 2053 . 4 aA ,. s 172049 

réciproquement , a ^ ou ^ sc cnaïl g em cn ' 10000 

èn 17,2049... 

Ces transformations de fractions décimales en fractions ordinai- 
res, et de fractions ordinaires en fractions décimales, sont d'un 
usage continuel dans le calcul. 

86. Il résulte d'abord de ce qui vient d'être dit, que, si, dans 
une fraction décimale, on avance la virgule d'un ou de plusieurs rangs 
vers la droite, on multiplie le nombre par 10, 100, 1000, etc.; et 
qu'au contraire , en la reculant d'un ou de plusieurs rangs vers la 
gauche, on divise le nombre par 1 0 , 1 00 , 1 000 .... 

Soit, par exemple, le nombre 158,07295, et supposons qu'on 
avance la virgule de 3 rangs vers la droite, ce qui donne 153072,95; 
je dis que le nombre est rendu 1000 fois plus grand. En effet, 

le nombre primitif revient à * ^qq^q° î et lorsque la virgule est 

déplacée, il devient — — , fraction dont le dénominateur 

est 1000 fois plus petit que celui de l'autre fraction ; donc (n° 45) 
la seconde fraction est 1000 fois plus grande que la proposée. 
Au contraire, si Ton recule la virgule de 2 rangs vers la 

1 580729*1 

gauche, il vient 1,5307295 ou 100UOOOO > fraction dont le déno- 
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minateur est 100 fois plus grand que celui de la fraction pro- 
1 3307293 

posée, ""ïqq qqq > donc * a nouvelle fraction est 100 fois plus petite 
que celle-ci. 

On peut encore démontrer cela en observant que , par le dépla- 
cement de la virgule , la valeur relative de chaque chiffre devient 
10, 100, 1000, etc., fois plus grande ou plus petite. Ainsi, en 
comparant 153072,95 à 153,07295, on voit que le chiffre 3, qui 
exprimait dans celui-ci des unités simples, exprime maintenant 
des mille; le chiffre 5 à la gauche du 3, qui exprimait des dizaines, 
représente maintenant des dizaines de mille; et ainsi des autres 
chiffres. , 

87. En plaçant un nombre quelconque de zéros à la droite d'une 
fraction décimale, on n'en change point la valeur. 

Ainsi, 3,415 équivaut à 3,4150, ou 3,41500, ou 3,415000...; 
en effet, ces nombres peuvent (n° 82) se mettre sous la forme 
8415 34150 341500 . . . - 

Ï55Ô' Î55Ô8' ïooooo- • • ' or ' les deux dern,eres fractlons ne sonl 

autre chose que la première dont on a multiplié les deux termes 
par 10, 100, ce qui n'en change pas la valeur (n°46). 

Ou bien, on peut observer que les zéros placés à la droite des 
chiffres déjà écrits n'en changent pas la valeur relative; et, comme 
ces zéros n'ont aucune valeur par eux-mêmes, la fraction reste tou- 
jours la même. 

Cette dernière transformation sert à réduire des fractions déci- 
males au même dénominateur. Par exemple , les fractions 12,407 | 
0,25 | 7,0456 | 23,4, reviennent à 12,4070 | 0,2500 | 7,0456 | 
23,4000 ; et, sous cette forme , elles ont 10000 pour dénominateur 



Ces notions établies, nous pouvons passer aux opérations sur les 
fractions décimales. 

88. addition et Soustraction. — On effectue l'addition des frac- 
tions décimales de la même manière que celle des nombres entiers, 
après les avoir toutefois réduites au même dénominateur, et en ayant 
soin de séparer par une virgule, au résultat, autant de chiffres déci- 
maux qu'il y en avait dans celui des nombres qui en renfermait le 
plus. 

Un seul exemple suffira pour éclaircir cette règle. 

ARITHMÉTIQUE. 8 
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On propose d'ajouter les nombres 32,4056 | 245,879 | 12,0476 | 
9,38 | et 459,2375. 

J'écris d'abord un 0 à la droite du second nombre , et deux à 
la droite du quatrième ; puis je place les nombres ainsi préparés , 
' les uns au-dessous des autres , de manière que les unités d'un 
même ordre se correspondent , et je fais 
l'addition comme à l'ordinaire. 32,4056 

Je trouve pour résultat 7584497, ou, sé- 245,3790 
parant 4 chiffres décimaux vers la droite, 12,0476 
758,4497, parce que les nombres qu'on a 9,3800 
ajoutés, expriment des unités de l'ordre des 459,2875 
dix-millièmes. 758,4497 

Dans la pratique , on peut se dispenser fâjtfi 
d'écrire des zéros à la droite des nombres 
qui ont le moins de chiffres décimaux, 

pourvu que l'on ait bien soin de disposer les unités d'un même ordre 
dans une même colonne. 

La soustraction s'effectue aussi comme pour les nombres entiers, 
après que l'on a réduit les fractions décimales au même dénomina- 
teur (n° 87). 

Par exemple, soit à soustraire 23,0784 de 62,09. 

J'écris deux zéros à la droite de 62,09, ce qui me donne 
62,0900 ; puis j'effectue la soustraction 
comme à l'ordinaire ; j'ai soin seulement 62,0900 
de séparer 4 chiffres décimaux vers la 23,0784 
droite du résultat. 39,0116 

Ces procédés sont fondés sur ce que 62,0900 preuve. 
les unités de différents ordres , dans les 
fractions décimales, ayant les mêmes 

rapports de grandeur les unes à l'égard des autres, que dans les nom- 
bres entiers, il doit en être pour les retenues, ou pour les emprunts 
auxquels on est conduit, comme s'il s'agissait d'opérer sur des 
nombres entiers. 

89. Multiplication des fractions décimales. — Pour effectuer cette 
opération, midtipliez les deux nombres proposés l'un par l'autre, 
sans faire attention à la virgule qui s'y trouve; et lorsque vous aurez 
obtenu le produit total, séparez vers la dmitc, par une virgule, 
autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans les deux facteurs. 
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Soit, par exemple, à multiplier 35,407 par 12,54. 

Pour nous rendre compte du procédé prescrit, 

observons que les deux nombres proposés peu- 85,407 

; , 35407 1254 n 12.54 
vent se mettre sous la forme . et— 7 r ? r. Or, 



1000 100 1 141628 
pour multiplier deux fractions l'une par l'autre, 1 770*35 

il faut ( n° 59 ) multiplier numérateur par numé- 70814 
rateur , et dénominateur par dénominateur ; mais 35407 
les deux numérateurs ne sont autre chose que 444,00378 
les nombres proposés , abstraction faite de la 
virgule ; on doit donc premièrement multi- 
plier ces deux nombres l'un par l'autre , ce qui donne 44400878. 
On a ensuite , pour le produit des dénominateurs, 100000 , c'est- 
à-dire l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a de chiffres décimaux 
dans les deux facteurs; et il faut diviser le produit obtenu, 
par 100000 , ce qui revient évidemment à séparer 5 chiffres déci- 
maux vers la droite; on trouve ainsi pour résultat 444,00878; 
donc, etc. 

Autrement : en ôtant la virgule dans le multiplicande , on le 
multiplie évidemment par 1000 o puisqu'il exprimait d'abord 
des 1000 e * , et qu'il exprime maintenant des unités principales; 
donc, en vertu des principes du n° 43, le produit est par là rendu 
1000 fois trop grand ; de même, comme en ôtant la virgule dans le 
multiplicateur, on le rend 100 fois plus grand , il s'ensuit que le 
produit est de nouveau rendu 100 fois trop grand; il est donc, 
par la suppression des deux virgules, rendu 100000 fois trop 
grand ; et , pour le ramier à sa juste valeur , il faut le diviser 
par 100000, ou séparer 5 chiffres décimaux vers la droite. 

Le raisonnement serait analogue , si l'on avait un plus ou moins 
grand nombre de chiffres décimaux dans les deux facteurs. 

Il peut arriver que l'un des deux nombres seulement renferme 
des décimales. Dans ce cas, on sépare vers la droite du produit, 
autant de chiffres décimmx qu'il y en a dans ce nombre. La démon- 
stration est trop facile pour que nous nous y arrêtions, 
v On trouvera d'après ces règles, que 

l u le produit de 4,0567 par 9,503 est égal à 88,5508201 ; 

2° le produit de 4,0015 par 29 est 16,0485; 

8° le produit de 0,03054 par 0,023 est 0,00070242. 

TV. B. — Ce dernier exemple mérite quelque attention. En fai- 

8. 



• < 
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sant abstraction de la virgule dans les deux facteurs, et effectuant 
la multiplication, on trouve pour produit, 70242; mais comme il 
y a cinq chiffres décimaux dans le multiplicande , et trois dans le 
multiplicateur , il en faut huit au produit qui cependant ne ren- 
ferme que cinq chiffres. Pour lever la difficulté , on observe que , 
le produit devant exprimer des unités du 8 e ordre décimal, il suffit 
d'écrire , à la gauche de 70242, des zéros en nombre suffisant pour 
qu'en plaçant ensuite la virgule, le dernier chiffre 2 occupe le 
8" rang décimal. Ici , l'on doit en écrire quatre, en comptant celui 
qui doit tenir la place des entiers ; et l'on trouve 0,00070242. 

90. Division des fractions décimales. — Cette opération n'offre 
pas plus de difficulté. Commencez par réduire tes deux nombres pro- 
posés au même dénominateur (n° 87 ) ; effectuez ensuite la division en 
faisant abstraction de la virgule; vous obtenez ainsi le quotient 
demandé. 



4804700 
1767720 
245532 



253698 



16 



Soit à diviser 48,047 par 2,58698. 

Je commence par écrire deux zéros 
à la droite de 48,047 , ce qui donne 
43,04700; puis je divise 4804700 par 
258698, et j'obtiens, pour le véritable 

quotient, 16 |^|. 

En effet, après avoir écrit deux zéros à la droite du dividende, 
ce qui n'en change pas la valeur, on peut mettre les deux 



. e 4304700 25â698 . . . 

proposes sous la forme jQ0()00 et YôôÔÔÔ' ' ï>0Ur diviser Ie 

premier par le second , on doit ( n* 62 ) multiplier la fraction divi- 
dende par la fraction diviseur renversée. On aura donc , en obser- 
vant que 100000 est facteur commun des deux termes, le résul- 
tat ^j— ' 00 ; c'est-à-dire qu'il faut faire la division des deux nombres 

considérés sans la virgule , après avoir toutefois ramené le nombre des 
chiffres décimaux à être le même de part et d'autre. 

On peut dire encore que, les deux fractions décimales étant ré- 
duites au même dénominateur , si l'on ôte la virgule dans les deux 
termes, on rend le dividende et le diviseur le même nombre de fois 
plus grands ; donc, le quotient ne change pas (n° 43). 
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On trouvera par ce procédé, que le quo- 84708 270 

tient de la division de 8,4708 par 0,027 , 770 

esll28 27Ô- 148 
Celui de 0,596 par 0,00201 est 296 

91. Dans les exemples précédents, on a obtenu facilement la 
partie entière du quotient de la division ; mais les fractions propres 
à compléter le quotient, ayant des termes très-grands, sont diffi- 
ciles à évaluer. Il est alors naturel de chercher à exprimer cette 
fraction en parties plus simples de l'unité principale, par exemple , 
en dixièmes, centièmes, millièmes, etc... 
Proposons-nous donc cette nouvelle question générale : 
Une fraction quelconque de l'unité principale d'une certaine nature , 
étant donnée, évaluer cette fraction en décimales, ou bien, la convertir 
en fraction décimale. 

Soit proposée d'abord la fraction ~. ^ 

Le nombre proposé, étant rapporté à l'unité 860 | 0,27659, 

• • i . , 18, „ , 810 

principale, exprime les de cette unité ; mais, 

comme une unité simple vaut 10 dixièmes, il 450 

s'ensuit que revient à ~^-de dixième; ainsi, 27 

lorsqu'on a disposé les deux nombres 1 8 et 47 

comme dans la division ordinaire, si l'on met 

d'abord un zéro au quotient pour tenir lieu des 

entiers , que l'on place une virgule, et qu'on divise 180 par 47 , le 

quotient 2 ainsi obtenu, et écrit à la droite de la virgule, représente 

18 18 

le nombre de dixièmes contenus dans ^ ; c'est-à-dire que est égal 

86 

à 2 dixièmes, plus— de dixième. Pareillement, comme 1 dixième vaut 

86 860 

10 centièmes, il s'ensuit que — de dixième est égal à — de cen- 
tième, ou , effectuant cette nouvelle division , à 7 centièmes, plus 
de centième. En écrivant un nouveau 0 à la droite de 81 , et divi- 
sant 310 par 47, on trouve pour quotient 6 millièmes que l'on écrit 



Digitized by Google 



122 RÉDUCTION D'UNE FJUCT. ORD. EN FRACT. DÉCIM. 

à la droite des deux chiffres précédents, et pour reste 28, à côté du- 
quel on pose un nouveau 0 pour en faire des dix-millièmes ; ainsi de 
suite. En poussant l'opération jusqu'à ce qu'on ait obtenu cinq chif- 

18 27 
frcs décimaux, on trouve que jz équivaut à 0,27659 , plus — de 

cent-millième, fraction qu'on peut négliger; et l'on dit alors que 

13 

0,27639 est la valeur de — à moins d'un cent-millième près, attendu 

que la fraction négligée est moindre que l'unité de cet ordre. 

En général, pour convertir une fraction ordinaire en fraction dé- 
cimale, disposez les deux nombres comme dans la division; écrivez 
un 0 au quotient, et à la droite de ce zéro unevirgule. Cela posé, mettez 
un 0 à la droite du numérateur, et divisez le nombre résultant par le 
t dénominateur; vous obtenez un quotient qui exprime les dixièmes , et 
un certain reste. Placez un 0 à la droite de ce reste, et divisez le nombre 
ristdtant par le dénominateur; vous obtenez un quotient qui exprime les % 
ceîîtièmes, et un nouveau reste; écrivez un 0 à la droite de ce reste, et 
divisez le nombre résultant par le dénominateur; vous obtenez un quo- 
tient qui exprime les millièmes, et un troisième reste sur lequel vous 
opérez de la même manière. Enfin, vous continuez cette série d'opé- 
rations jusqu'à ce que vous ayez obtenu autant de chiffres décimaux 
que vous désirez en avoir, ou que la question l'exige. S'il y a un 
reste, la fraction décimale que vous obtenez ainsi, ne diffère de la 
fraction proposée que d'une quantité moindre que l'unité de l'ordre 
décimal auquel vous avez arrêté le quotient. 

Si le numérateur de la fraction est plus grand que le dénomina- 
teur, vous commencez par extraire, les unités; vous les écrivez au quo- 
tient , et vous posez une virgule pour les séparer des chiffres dë la 
partie fractionnaire. 

Il est aisé d'apercevoir l'analogie qui existe entre cette opération 
et celle qui a pour objet de convertir un nombre fractionnaire d'une 
unité principale quelconque, en un nombre complexe, c'est-à-dire, 
en unités principales et subdivisions de cette unité ( Voyez n° 70). 

Nous allons maintenant faire l'application de cette règle aux 
exemples de division traités dans le numéro précédent. 



t 
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Soit proposé de diviser 43,047 par 2,53698 , et d'évaluer le quotient 

à moins de j^qq/"^ 5 ' 

Après avoir trouvé, comme précédera- 4304700 | 253098 
ment, le quotient 16 avec le reste 245582, 1767720 | 16,967 
on considère ce reste comme le numéra- 2455320 
teur d'une fraction dont le dénominateur 1720380 
est 258698 ; et alors on écrit un 0 à la droite 1 98 1 920 

de ce reste ; puis on continue la division, 206034 
ce qui donne 9 dixièmes pour quotient, et 

pour reste 172038, à la droite duquel on écrit encore un 0 ; puis on 
divise le résultat par le même diviseur ; on obtient pour quotient 

6 centièmes , et pour reste 198192 , à côté duquel on place un 0 ; or 
divise de nouveau par le même diviseur, ce qui donne pour quotient 

7 millièmes, avec un reste qu'on néglige. 

On obtient ainsi 16,967 pour le quotient à moins de J^qqP^' 8 ' 

puisque la quantité négligée est une fraction de millième. 

On trouverait également pour le quotient de la division de 8,4703 
par 0,027 à moins de 0,0001 près, 128,5296. 

De même, 0,596 divisé par 0,00201 donne pour quotient à moins 
de 0,01 près, 296,51. 

Nous reviendrons plus tard, v e chapitre, sur la conversion d'une 
fraction ordinaire en fraction décimale , parce que cette opération 
présente plusieurs propriétés remarquables que nous ne pouvons 
développer d'une manière complète pour le moment. 

92. Lorsque, dans la division, le diviseur est un nombre entier, 
ou renferme moins de chiffres décimaux que le dividende, au lieu 
d'écrire à sa droite des zéros pour le réduire au même dénominateur 
que le dividende, il est plus simple d'opérer ainsi qu'on va le voir. 

1° Soit à diviser 437,4825 par 56. 

La division pouvant ici être considé- 487,4825 

rée comme ayant pour objet de prendre 45 4 

la 56 e partie du dividende , on prend 68 

d'abord le 56 e de 437 , ou l'on divise 437 1 22 

par 56 , ce qui donne pour quotient 105 

7 unités, et pour reste 45 qui, suivi des 49 
4 dixièmes du dividende , forme 454 



7,8121 
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dixièmes dont il faut prendre encore le 86* ; c'est-à-dire que Ton di- 
vise 454 par 56, et l'on trouve pour quotient 8 dixièmes qu'on écrit 
à la droite du 7, après avoir placé une virgule. 

Le reste 6 , suivi des 8 centièmes du dividende, donne 68 centiè- 
mes dont le 56 e est 1 centième, et il reste 12 qui, suivi des 2 millièmes 
du dividende, forme 122 millièmes; divisant 122 par 56, on obtient 
pour quotient 2 millièmes, et pour reste 10, à côté duquel on abaisse 
le dernier chiffre 5 ; on a 105 qui, divisé par 56, donne au quotient 
1 dix-millième; donc enfin, le quotient demandé est 7,8121. 

Ce quotient n'est exact que jusqu'aux 10000 éOTM ; mais si l'on vou- 
lait obtenir un plus grand degré d'approximation, il faudrait poser 
un 0 à la suite du reste 49 , et continuer suivant la règle du numéro 9 1 . 

Il est facile de reconnaître que cette manière d'opérer est plus 
simple que si l'on eût d'abord écrit 4 zéros à la droite du diviseur, 
afin de le réduire au môme dénominateur que le dividende. 

On trouverait de même que 14,37586, divisé par 219, donne pour 
quotient 0,06564, à moins de 0,00001 près. 

2° Soit à diviser 8,40567 par 0,039. 

Observons d'abord qu'en vertu des prin- 3405,67 39 
cipes démontrés aux numéros 43 et 66, on 285 87,32 

peut, sans altérer le quotient d'une divi- 126 
sion, multiplier le dividende et le diviseur 97 
par un même nombre. 19 

Cela posé, si l'on multiplie le diviseur 
par 1000 , ce qui revient ( n° 86) à supprimer la virgule , et qu'on 
multiplie le dividende par 1000, ce qui revient (même numéro) à 
avancer la virgule de trois rangs vers la droite, on aura ramené la 
question à diviser 3405,67 par 89, opération qui rentre dans le cas 
précédent. 

Règle générale. — Toutes les fois que le dividende renferme plus 
de chiffres décimaux que le diviseur , supprimez d'abord la virgule 
dans le diviseur, puis avancez la virgule, dans le dividende , d'autant 
de rangs vers la droite qu'il y avait de chiffres décimaux dans le diviseur; 
et effectuez la division comme dans le cas où le dividende seul con- 
tient des chiffres décimaux. 

Par une raison semblable, si le diviseur est un nombre entier ter- 
miné par un ou plusieurs zéros, on peut les supprimer, pourvu qu'on 
ait le soin de reculer la virgule dans le dividende, d'autant de rangs 
vers la gauche qu'il y avait de zéros à la droite du diviseur. 
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Ainsi, par exemple, diviser 234,15 par 8900 revient à diviser 
2,3415 par 89, puisqu'on n'a fait autre chose que rendre en même 
temps 100 fois plus petits les deux termes de la division. 

Au reste, nous n'avons présenté ces dernières règles que comme 
des moyens plus simples d'opérer dans la pratique; car la règle éta- 
blie précédemment (n a 90) convient à tous les cas. 

93. Voici de nouvelles applications : 

Déterminer : f le quotient de 21 ,234 par «9,37469, à 0,001 
près (*); 

Résultat 0,887. 

T Le quotient de 294 par 7,356, à 0,0001 près; 
Résultat 39,9673. 

8° Le quotient de 0,004786 par 0,0â4, à 0,00001 près; 
Résultat 0,18929. 

Il est inutile de dire que les preuves de ces opérations se font par 
la multiplication , et les preuves des exemples de multiplication , 
par la division. 



§ II. Système des nouveaux poids et mesures. 

Nous sommes maintenant en état d'apprécier tous les avantages 
que présente le calcul des fractions décimales sur celui des fractions 
d'une espèce quelconque , et de juger combien il serait important 
d'établir un système de poids et mesures qui fût lié au système dé- 
cimal. C'est à quoi les savants sont parvenus , non sans beaucoup 
d'efforts, et malgré les obstacles occasionnés par l'ignorance et les 
préjugés. Commençons par faire connaître la nomenclature de ce 
système. 

Mesures linéaires ou de longueur. 

94. L'unité de longueur, à laquelle on a donné le nom de mètre, 
est la dix-millionième partie de la distance du pôle à l'équateur , 
comptée sur le méridien qui passe à Paris. 

D'après des opérations exécutées et vérifiées avec la plus grande 

(*} Pour abréger le discours, nous disons ici à 0,001 près, tandis qu'il serait plus exact 
(n» 91) de dire : à moins de 0,001 près. flous faisons cette observation une rois poui 
toutes. 
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précision , on a reconnu que le mètre , évalué en pieds , pouces , 

lignes, etc., vaut S p Op 11 1 , 296, à -r^- de ligne près. 

1UUO 

Pour désigner des mesures plus grandes ou plus petites que le 
mètre, on est convenu d'employer les mots (tirés du grec et du latin) : 

MYRIA , KILO, HECTO , DEÇA, DÉCI , CENTI , MILLI , 

qui signifient : 

dix mille, mille, cent, dix, dixième de, centième de, millième de, 

et que Ton place, au besoin, en téte du mot mètre. 
On a formé ainsi le tableau suivant : 

Myriamètre, ou mesure de dix mille mètres ; 

Kilomètre mille mètres ; 

Hectomètre cent mètres ; 

Décamètre dix mètres ; 

Mètre unité principale ; 

Décimètre dixième de mètre ; 

Centimètre centième de mètre ; 

Millimètre millième de mètre. 

TV. B. — Le myriamètre et le kilomètre sont les mesures itiné- 
raires actuellement adoptées ; le myriamètre est un peu plus que le 
double de la lieue de 2500 toises ; le kilomètre en est un peu plus 
que le cinquième, ou bien, est un peu plus que le quart de la lieue 
de poste ou de 2000 toises. 

Mesures de superficie (*). 

95. L'unité naturelle des surfaces est le mètre carré ; mais quand 
il s'agit de grandes surfaces agraires , on prend pour unité un 
décamètre carré, c'est-à-dire un carré qui a pour côté un déca- 
mètre ou dix mètres; et cette unité se nomme are. 

Les multiples de l'are se désignent à l'aide des mots myria, kilo, 
hecto,... employés au numéro 94 ; ainsi , 



O Pour l'Intelligence complète de certains termes et de certaines expressions dont nous 
nous servirons dans le reste de la nomenclature des nouvelles mesures, nous sommes 
oblige de renvoyer à la géométrie. 
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Myna-are ou mynare, 
Kilo-are ou kilare 
Hecto-are ou hectare 
Déea-are ou décare 

Are 
Dèciare 
Centiare 
Milliare 



NOUVELLES MESURES. 

dix mille ares; 
mille ares; 
cent ares ; 
dix ares ; 
unité principale ; 
dixième d'are ; 
centième d'arc ; 
millième d'are ; 



127 



N. B. — Le myriare , l'hectare, l'are, le centiare , sont les seules 
mesures usitées ; l'hectare remplace l'arpent , dont il est environ le 
double ; le centiare n'est autre chose que le mètre carré. 

Mesures de solidité. 

96. L'unité de solidité est le mètre cure ; c'est un cube ( forme de 
dé à jouer) qui a un mètre de côté. Les multiples et les sous-multi- 
ples du mètre cube n'ont pas , en général , reçu de dénominations 
particulières; cependant le 1000 e du mètre cube est appelé déci- 
mètre cube f parce qu'en effet c'est un cube qui a un décimètre de 
côté; le 1000000 e du mètre cube s'appelle aussi centimètre cube, 
parce que c'est un cube qui a un centimètre de côté, etc.... 

Lorsque les mesures de solidité s'appliquent au bois de chauf- 
fage ou aux matériaux de construction , l'unité principale , ou le 
mètre cube, s'appelle stère. On considère ensuite le décastère, me- 
sure de dix stères. Le stère est à peu près la demi-voie ancienne ; 
ainsi le décastère vaut cinq voies environ. 

Mesures de capacité pour les liquides et pour les grains. 

97. L'unité actuelle de capacité est le décimètre cube, qu'on nomme 
litre. Quant aux multiples et aux sous-multiples décimaux ; voici 
ceux dont on fait principalement usage : 

Hectolitre ou mesure de cent litres ; 

Décalitre dix litres ; 

Litre unité principale ; 

Décilitre dixième de litre; 

Centilitre centième de litre* 
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N. B. — Le litre remplace la pinte pour les boissons , et le 
litron pour les grains. Il est un peu plus grand que la pinte et le 
litron. 

Le décalitre tient lieu du boisseau , pour la mesure du blé et 
de toutes sortes de grains ; Vhectolitre remplace le setier. On 
remploie encore à évaluer les futailles de vin ou de tout autre 
liquide. 

Le kilolitre, qui a la capacité d'un mètre cube, et le myrialitrc, 
ne sont guère usités. 



Des poids. 

98. L unité de poids actuelle est le poids d'un centimètre cube d'eau 
distillée et ramenée à son maximum de densité ; on lui a donné le 
nom de gramme. 

Sa valeur en poids anciens est de 185"*'»', 82715, c'est-à-dire un 
peu plus qu'un quart de gros. 

Voici le tableau de ses multiples et sous-multiples décimaux : 



Myriagramme, valant 
Kilogramme 
Hectogramme 
Décagramme 

Gramme 
Décigramme 
Centigramme 
Milligramme 



dix mille grammes ; 
mille grammes ; 
cent grammes ; 
dix grammes ; 
unité principale ; 
dixième de gramme ; 
centième de gramme ; 
millième de gramme. 



IV. B. — Le kilogramme étant mille fois plus fort que le gramme, 
qui, comme nous l'avons dit, est égal à 18? r , 827 15, équivaut 
à 18827* r , 15 ; mais la livre poids étant (n° 65) de 9216 grains, il 
s'ensuit que le kilogramme vaut un peu plus que le double de la 
livre : ainsi , un demi-kilogramme peut remplacer la livre poids an- 
cienne (*). 



(*) Les «avants auxquels on doit le système décimal des poids et mesures, avaient d'abord 
eu ridée de prendre pour unité de poids, celui d'un décimètre cube d'eau distillée , parce 
que ce poids, qui correspond au kilogramme actuel, était très-propre a remplacer l'unité 
ancienne ou la livre, dont 11 est a peu près le double; et ils lui avaient donné le nom de 
grave; nuis ils ne tardèrent pas â reconnaître les inconvénients suivants : 

1 Les multiples du grave étalent le décagrave, Vhectograve, le kllograve et le 
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Des monnaies. 

99. La nouvelle unité de monnaie est le fbakc. Pour l'obtenir, 
on a pesé cinq grammes d'un lingot renfermant 9 dixièmes d'argent 
pur et un dixième d'alliage ; c'est la valeur de cette partie du lin- 
got que l'on a appelée franc. Par un heureux hasard , il a été re- 
connu avoir à peu près la même valeur que la livre tournois. Il y a 

cependant une différence de ^ en faveur du franc ; c'est-à-dire 

1 81 

qu*un franc vaut i liv ~, ou ^ de livre; ou, ce qui revient au 

même , 80 francs valent 81 livres. 

Le dixième d'un franc a été appelé décime, et le centième d'un 
franc , centime. Quant à ses multiples décimaux, on n'a pas jugé à 
propos de leur donner de dénomination. 

100. ConcLusioir. — - Tel est l'exposé de la nomenclature des nou- 
velles mesures. On peut juger dès à présent des avantages que ce 
système présente sur l'ancien. 

1° Il est uniforme et simple , en ce que les unités principales 
et subdivisions de ces unités suivent toutes entre elles la loi du 
système décimal de numération ; et l'on sait déjà combien le calcul 
des fractions décimales est facile. 

2° Il est fixe , invariable , et susceptible d'être adopté dans tous 
les pays , puisqu'il n'appartient à ancun climat, à aucune nation en 
particulier. 

Toutes ces mesures découlent d'une mesure primitive, le mètre, 
que l'on a empruntée aux dimensions du globe terrestre. Les 

mjrrlagrave • or, le poids d'un décagrave étant égal à plus de 20 livres, les autres mul- 
tiples se trouvaient de beaucoup supérieurs aux poids employés dans les arts et le 
commerce. 

2» Les sous-multiples étaient le diclgrave, le cent/grave et le mitligrave. Comme ce 
dernier poids n'est autre chose que le gramme actuel, il équivaut * 19 grains environ, 
et 11 est par conséquent de beaucoup supérieur à ceux qu'on emploie dans les pesées un 
peu délicates; en sorte que l'on avait été obligé d'établir de nouvelles subdivisions, telles 
que le dix-mtlligrave , le cent-milllgrave et le millionigrave. A la vérité, les* savants 
avaient affecté un nom particulier au mitligrave et en avaient formé une unité secondaire 
appelée gravet , d'où ils avaient déduit le dicigravet, le cenligravet et le mtlllgravet. 
l a régularité de la nomenclature se trouvait ainsi détruite. La nouvelle n'offre plus les 
mêmes Inconvénients, et elle compicnd tous les poids dont on se sert ordinairement. 
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monnaies elles-mêmes , qui semblent d'abord n'offrir aucun rap- 
prochement avec cette mesure, s'y rattachent indirectement, 
puisqu'on a vu que le franc est la valeur de cinq grammes d'argent 
allié, et que le gramme est le poids d'un centimètre cube d'eau 
distillée. 

101. L'application des quatre règles de l'Arithmétique au nou- 
veau système des poids et mesures , ne pouvant présenter aucune 
difficulté d'après ce qui a été dit sur les fractions décimales , nous 
ne nous y arrêterons pas. Mais nous ferons connaître les moyens de 
résoudre deux questions dont l'importance se fera sentir tant que 
l'ancien système ne sera pas entièrement aboli. Ce n'était pas tout, 
en effet , de substituer un nouveau système à l'ancien : il fallait 
encore que la proportion se soutint entre le prix et la quantité des 
objets de commerce, évalués dans les deux systèmes. 

Le problème suivant éclaircira ce que nous venons de dire. 

Un marchand de drap avait vendu jusqu'alors l'aune- d'un certain 
drap, 86 //w 17* 6 d ; on demande à combien de francs, en proportion, 
doit revenir le mètre du même drap ? 

Ce problème sera évidemment résolu, si l'on parvient à trouver, 
d'un côté, la valeur de %& iv 17' 6 d en francs, décimes et centimes, 
ce qui donnera le prix de l'aune en francs, et de l'autre côté, la 
valeur du mètre en aunes ; car cette dernière indiquera la partie 
qu'il faut prendre du prix de l'aune réduit en francs , pour avoir 
celui du mètre. 

Nous sommes donc conduits à résoudre ces deux questions : 
1° Exprimer la valeur d'un nombre complexe de l'ancien système au 
moyen de l'unité analogue et des subdivisions décimales de cette unité, 
considérées dans le nouveau système; 2° Réciproquement, exprima 
un certain nombre d'unités principales du notiveau système et de 
subdivisions de cette unité, au moyen de l'unité analogue et des sub- 
divisions ordinaires de cette unité , considérées dans l'ancien système. 

Nous traiterons successivement ces deux questions , par rap- 
port aux monnaies, aux mesures de longueur, et aux poids, parce 
que ce. sont les mesures les plus usuelles; il sera facile d'en 
conclure la marche qu'il faudrait suivre pour d'autres espèces de 
mesures. 

102. Commençons par les monnaies. 

1° On projme de déterminer la valeur de "2W lv 19* 7* en francs, 
décimes et centimes. 
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Nous avons dit ( n° 99 ) qu'un franc vaut de plus que la 

1 20 1 

livre ; or — de livre fait ^ ou - de sou , c'est-à-dire 3 de- 
niers; ainsi, 1 franc vaut i l,v 0' 8*, ou 248 deniers. D'un autre 
côte 245 //y 19' 7 rf réduits en deniers, donnent pour résultat 
59035 deniers, comme on le voit ici. Donc, 245"" 19' 7<* 
si l'on cherche combien de fois 59035 deniers 20 
contiennent 248 deniers, ou si l'on divise 4919 
59035 par 243, le quotient , évalué en déci- 12 



24; 



242,942 



maies (n° 91 ), exprimera le nombre demandé 59035 
de francs, décimes, centimes. Ce quotient, 1048 
poussé jusqu'aux millièmes, est 242r, 942 ; 715 
ainsi , 245" v 19' 7 d équivalent à 242' 94*, à 2290 
tin centime près. 1030 

D'où l'on voit que, pour évaluer en francs, 580 
décimes el centimes, un certain nombre de li- 94 
vres, sous et deniers, il faut, après avoir ré- 
duit en deniers le nombre proposé, diviser ce nombre de deniers 
par 243 (qui exprime en deniers la valeur de 1 franc), puis 
évaluer le quotient en décimales, en poussant l'opération jusqu'aux 
centièmes. 

La preuve de cette dernière opération se fait par la question 
inverse , comme nous allons le voir. 

2° On demande, en livres, sous et deniers, la valeur cfe242' r 94 e , 
ou plutôt de 242' r , 942. (Nous considérons ici les millièmes de franc, 
afin que la vérification soit plus complète. ) 

Puisque 1 franc vaut 1 livre plus de livre, il s'ensuit que 

242',942 valent 242«»,942, plus ± de 242"» , 942 ; donc il faut 

prendre le 80 e de ce dernier nombre, et l'ajouter à ce même nom- 
bre, ce qui donnera en livres et fraction décimale de livre, la va- 
leur de 242 / \942. Il restera ensuite à évaluer en sous et deniers la 
fraction décimale. 

Pour obtenir le 80 e de 242,942, il suffit d'en prendre le 8 e , 
ce qui donne 80,86775, et de diviser ce résultat par 10, ou 
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ma* 


, ym m 


8 


,086778 


2*5''" 


,978775 




20 


19' 


,575500 




12 


6* 


,906000 



245"» 19* 7* 



bien (n° 86) de reculer la virgule d'un rang vers 
la gauche; on trouve 3,036775 qui, ajouté 
avec 242,942, donne 245" y ,978775. 

Pour évaluer la fraction 0 //t; ,978775 en 
sous , il faut ( n° 70 ) la multiplier par 20 , ce 
qui donne 19',575500; enfin, pour évaluer 
0*, 575500 en deniers, on multiplie par 12, 

et l'on trouve 6 rf ,906000, ou plutôt 7 deniers, 
àjfide denter près ; donc enfin , 242' 492 équi- 
valent à 245" u 19' 7*. 

Règle générale. — Pour convertir en livres, sous et deniers, un 
certain nombre de francs, décimes et centimes*, écrivez d'abord le 
nombre proposé, et au-dessous le 80" de ce même nombre ( lequel s'ob- 
tient en prenant d'abord le 8 e et reculant la virgule d'un rang vers 
la gauche ) ; puis ajoutez ces deux nombres ; vous obtenez ainsi le 
nombre proposé , exprimé en livres et fraction décimale de la livre. 

Multipliez ensuite par 20 la fraction décimale (abstraction faite 
de l'entier qui exprime les livres ) ; il en résulte un produit dont la 
partie entière exprime les sous. 

Enfin, multipliez par 12 la fraction décimale de ce résultat, et vous 
obtenez un produit dont la partie entière exprime les deniers; vous 
négligez d'ailleurs la partie décimale , à moins que le chiffre des 
dixièmes ne soit égal ou supérieur à 5, auquel cas vous augmentez 
d'wn le nombre de deniers. 

Appliquons encore les deux règles à l'exemple suivant : 

On demande en francs, décimes et centimes, la valeur de 8179"" 
17' S d . Nous nous contenterons de donner le tableau des calculs. 



Première question. 
8 179"" 17' 8 rf 



20 




63597 




12 




763172 


243 


341 


3140,625 


987 




1520 





Seconde question. 

3140 ,625 

39 ,2578125 
8179"" ,8828125 
20 



17' 



12 



1340 
125 

Hèp. SlW6fte. 



7* ,8750000 
Rép. 8179'" 17' 8* 
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N. È. — Dans la première question , comme le chiffre des mil- 
lièmes du quotient est « , et que ce chiffre est suivi de plusieurs 
autres, on a pris pour réponse 8140' 6â<\ parce qu'alors l'erreur 
commise en plus est plus petite que celle que l'on commettrait en 
moins si Ton négligeait le chiffre & et les suivants. 

Dans la seconde question , l'entier du dernier résultat est 7 de- 
niers , et cependant on a pris 6 deniers , parce que le chiffre des 
dixièmes est S , nombre plus grand que 8. 

On trouvera pareillement que MWV, 97 e ont pour valeur 
«6979"»' 8' 5"; on réciproquement. 

Mesures linéaires. 

108. Avant de passer à la résolution des deux questions du nu- 
méro 101 , il est nécessaire de rechercher d'abord la valeur de la 
toise en mètre, èt du mètre en toise, c'est-à-dire d'exprimer l'unité 
linéaire ancienne en mesures nouvelles, et , réciproquement , la nou- 
velle unité linéaire en mesures anciennes. 

Or, on sait que la toise vaut 864 lignes ; d'un antre côté, le mètre 
équivaut (n* 94) à 8 P Op 11»,296, ou, réduisant en lignes, à 
449,296. Donc si l'on divise 864 par 448,296, ou plutôt 864000 
par 443296 , le quotient, réduit en décimales, exprimera la valeur 
de la toise en mètre. 

On trouve, tout calcul lait, que la toise équivaut, en mètre , à 
1 «,949086, c'est-à-dire à 1 mètre 949 millimètres , à un dix-milli- 
mètre près. 

De même, si l'on divise 448,398 par 864, d'après la règle du 
numéro 92 , on obtiendra la valeur du mètre en toise et fraction 
décimale de toise.' 

Ce nouveau calcul étant effectué, on reconnaît que le mètre èquU 
tout, en toise, à 0*,B180740, à 0,0000001 de toise près. 

Conséquence. Le myrlamètre étant égal à 10000 mètres, vaut 
donc 10000 fois 0 T ,8180740, ou 5180 T ,740; ce qui prouve que le 
myriamètre est un peu plus fort que le double de la lieue de 2500 
toises, comme nous l'avons énoncé au numéro 94. 

Cela posé, !• on demandé en mètres, décimètres, centimètres, etc., 
la valeur de 17 T B» 4p8«. 

Commencez par réduire ce nombre en lignes, ce qui donne 
1S464 lignes; puis divisez 1S464 par 448,296 (nombre de lignes 

ARITHMtnOl'K. t> 
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que renferme le mètre), ou bien 15464000 par 448296; il vient 
pour quotient 84,88414, à 0,00001 près. 

Donc, 17 T 5 P 4P 8 l équivalent à 84 m ,88414, c'est-à-dire, à 
84 mètres 834 millimètres, à 1 millimètre près. 

2° On demande la valeur de 34 m ,88414 , en toises, pieds, pouces, 
lignes. 

Puisque 1 mètre vaut en toise 0 T , 518074 , il s'ensuit que pour 
avoir la valeur de 84 m ,88414 , il suffit de multiplier 0 T ,518074 par 
84,88414; et le produit que l'on obtiendra, exprimera en toises 
et fraction décimale de toise, la valeur cherchée ; il restera ensuite 
à convertir cette fraction décimale en pieds, pouces, lignes. 



Voici le tableau du calcul : 

On prend de préférence 84,88414 34,88414 

pour multiplicande, parce que l'opéra- 0,513074 

tion est plus simple. On trouve pour 189oii6ot> 

produit 17 T ,898, en négligeant les 8 24418898 

derniers chiffres décimaux. 10465242 

Pour convertir 0 T ,898 en pieds, on 8488414 

multiplie par 6, ce qui donne 5 P ,388. 17442070 

Multipliant 0,388 par 12, pour en 17 T ,8981 4524636 

faire des pouces, on obtient 4 p ,656. 6 

Multipliant enfin 0,656 par 12, pour B p ,888 

avoir des lignes, on trouve 7',872, ou 12 

simplement 8 lignes; donc, S4" , ,884t4 4 p ,656 

équivalent à 1 7 T 5 P 4 p 8 1 ; ce qui vérifie 12 

la première opération. 7»,872 

JV. B. — Dans cette dernière opéra- 
tion, on a négligé les 8 derniers chif- 
fres décimaux du produit, lorsqu'on- a 



voulu l'évaluer en pieds, pouces, lignes. En voici la raison : comme 
multiplier un nombre successivement par 6, 12, et 12, revient 
(n° 26) a le multiplier par le produit de ces trois nombres ou 
par 864, on voit que, si l'on ne tient compte que des 1000" du 

864 

produit 17 T ,89814... , le dernier résultat sera exact à de 

ligne près, c'est-à-dire, à moins d'une ligne près. Cette observation 
abrège de beaucoup les calculs. 

Soit encore à évaluer en mètres et fraction décimale du mètre la taille 
d'un homme de 5 P 6 P 7'. 
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Réduisons ce nombre en lignes ; il vient 799 lignes ; divisant 
799 par 488,296, ou 799000 par 443296, on trouve pour quo- 
tient l w ,802 millimètres, à 1 millimètre près. 

Pour les étoffes. 

104. On sait que l'aune vaut 3 P 8? ou 44 pouces, c'est-à-dire 
828 lignes; donc, en divisant 628 par 448,296, ou 528000 par 
448296, on obtiendra la valeur de l'aune en mètre. 

Effectuant cette division , on trouve que Yaune a pour valeur 
l w ,191 millimètres, ou plus exactement, l w ,191077. 

Réciproquement, 448,296 divisé par 528, donne pour quo- 
tient 0,839576, à ffiggjjfig P r ès ; donc, 1 mètre équivaut à 0,839576 
d'c 



7 

On demande la valeur de 29 aunes — , en mètres et fraction déci- 
male du mètre. 

On pourrait , comme pour la toise et ses subdivisions , convertir 

7 7 355 

29 aunes — en 12 e * de ligne, en multipliant 29 ^ ou ~[% P ar & 28 » 

nombre de lignes que renferme l'aune; convertir pareillement le 
mètre, ou 443 1 ,296, en 12" de ligne, en multipliant ce nombre 
par 12, puis diviser les deux résultats ainsi obtenus, l'un par l'autre, 
et évaluer le quotient en décimales. Mais il est plus simple d'opérer 
ainsi qu'il suit : 

L'expression de l'aune en mètre étant , comme on Ta vu plus 

haut, l m ,191077, on multiplie d'abord 

ce nombre par 29, ce qui donne lesdeux 1 ,191077 

produits 10,7196d8et2S,821540. Après 29 ^ 

,7 6 1 10,719698 
quoi , décomposant ^ en — et —, on 2g 821540 

i i « 6 . ttt . , 0,595588 

prend d abord pour — , la moitié de , n Q Q««a 

\2è tj. . . U,UJnZOO 



1 ,191077 , qui est 0,595588 , et qu'on 35,286027 
écrit au-dessous des produits déjà obte- 

1 

nus ; puis , pour ~ , le 6* de 0,595588 , qui est 0,099256 , et 

qu'on place au-dessous des produits précédr-t«. Additionnant tous 
les produits , on obtient pour résultat 85,2360^7. 

9* 
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Donc 29 aunes ^ équivalent à SB^SSe millimètres, à 1 milli- 
mètre près. 

On pourrait également appliquer ce procédé aux toises, pieds, 
pouces , etc. , en partant de la valeur d'une toise en mètre; mais on 
serait entraîné dans des calculs beaucoup plus compliqués. 

105. Poids. — On sait que la livre poids contient 9216 grains 
(voyez n w 68). Nous avons dit également ( n° 98 ) que le kilogramme 
vaut 18827^™, 15; donc, en divisant 9216 par 18827,15, ou 
921600 par 1882715, on obtiendra la valeur de la livre poids, en 
kilogrammes et subdivisions décimales du kUogramjne. Réciproque- 
ment, si l'on divise 1882715 par 9216 , le quotient, évalué en dé- 
cimales , exprimera la valeur du kilogramme en livres poids et subdi- 
visions décimales de la livre poids. 

En effectuant ces deux opérations qui n'offrent aucune difficulté, 
on trouve 

V que la livre poids équivaut à 0*«,48950585 ; 

2° que le kilogramme est égal à 2GB,04287652. 

JV. B. — Ce dernier résultat indique que le kilogramme sur- 

a l 

passe le double de la livre , de — ou de ~ de livre, environ ; 

* . 

1 51 

c'est-à-dire qu'un kilogramme vaut 2 livres ^ ou — de livre 4 

peu près; ou bien, que 25 kilogrammes font 51 /ivres, ou que 
100 kilogrammes valent 204 livres poids. 

Maintenant , on demande la valeur de 69® 0"» 7*» 4* 29* r en kilo- 
grammes et subdivisions décimales du kilogramme. 

Le nombre proposé , réduit en grains d'après la méthode con- 
nue, donne 640258 grains ; donc, si l'on divise 640258 par 18827,15, 
ou 64025800 par 1882715, le quotient 84,006899, que l'on ob- 
tient par cette opération, est le nombre demandé; c'est-à-dire que 
69GB 0» 7<>n A9 S9*r équivalent à 84*,006899 , ou bien , à 84 kilo- 
grammes, 6 grammes, et 899 milligrammes. 

Réciproquement, on propose d'évaluer 84*,006899 en livres, 
marcs, onces, etc. 

Nous avons vu tout à l'heure qu'un kilogramme vaut2GP ,04287652-, 
donc 84^,006899 est égal au produit de ces deux nombres, évalué 
en livres poids. 
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Ce produit doit renfermer 14 décimales ; 69®,471 89 

mais, en ne tenant compte que des cinq 2 
premières à gauche, on trouve 698,47189. 0"» 94378 

Multipliant 0,47189 par 2 pour avoir 3 
des marcs, on obtient 0" ,94378. 

Multipliant ce dernier nombre par 8 , on ' * 
trouve 7*«,55024. 5. 

Multipliant 0,55024 par 8, on a 4*,40192. ¥ » 40192 

Enfin , multipliant 0,40192 par 72 , on 12. 

trouve 28^^,98824. 80384 

Donc , 84*,006899 équivalent à 881344 

69K0* , 7* n 4^,29*'; ce qui vérifie l'opération 28?',93824 
précédente. 

N. B. — On n*a tenu compte , dans le premier produit , que des 
5 premiers chiffres décimaux, parce que la multiplication par 
2, 8, 8, et 72, revenant à la multiplication par 9216, l'erreur 

9216 

commise est moindre que ngggjj de grain , approximation plus 
que suffisante. 

106. Il existe des tableaux de comparaison des anciens poids et 
mesures aux nouveaux , et réciproquement , à l'aide desquels on 
peut aisément opérer toutes les réductions dont nous venons de 
parier. Voici le moyen de former ces tableaux : 

Supposons qu'il s'agisse de construire le tableau de comparaison 
des mesures linéaires anciennes aux nouvelles, ou réciproquement. 

On a d'abord déterminé la valeur de la toise en mètres , va- 
leur qui, calculée (n° 108) avec huit chiffres décimaux , est égaie 
à 1», 94903681. 

De là, en multipliant par 2, 3, 4, ... 9 , on déduit les valeurs 
de 2, S, 4 . . . . 9 toises. 

Avançant successivement , dans tous ces résultats , la virgule 
d'un, de deux, de trois. . . . rangs vers la droite, on obtiennes 
valeurs de 10, 20, 30.... , 100, 200, 300..., 1000, 2000, 3000.... 
toises ; et ainsi de suite. 

D'un autre eôté, si Ton prend le 6* de 1,94903631 , on en dé- 
duit la valeur du pied, et, par suite. cel)esde2, 3, 4, 5 pieds. 

Prenant le 12 e de la valeur du pied, on a la valeur du pouce, et, 
par suite, celles de 2, 8, .... 11 pouces. 

Même opération pour les lignes. 
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Quanl au tableau inverse, sa formation est absolument semblable, 
pourvu qu'on parte de la valeur du mètre en toise, valeur que Ton 
a trouvée égale à 0 T ,51307407. 

Cela posé , soient à évaluer en mètres, décimètres, centimètres, etc., 
254 T S p 7p il 1 . 

On prend successivement, dans le tableau, les valeurs de 
4 T , 50 T , 200 T , puis celles de S p , 7», 11 1 ; et Ton ajoute toutes ces 
valeurs. On obtient ainsi les valeurs demandées, par de simples ad- 
ditions. 

Dans la question inverse , on trouve d'abord la valeur d'un cer- 
tain nombre de mètres et subdivisions décimales du mètre , expri- 
mée en toises et fraction décimale de la toise; on convertit ensuite 
cette dernière fraction en pieds , en la multipliant par 6 ; puis on 
maltiplie la fraction décimale résultante par 12, pour en faire des 
pouces, etc. 

Mais , outre que ces tableaux peuvent être fautifs , leur usage 
même ne donne pas toujours le degré d'approximation que l'on dé- 
sirerait obtenir. Joignez à cela , qu'on peut ne pas les avoir à sa 
disposition à l'instant où l'on en aurait besoin. Il était donc 
nécessaire de développer les moyens d'opérer ces transforma- 
tions, en admettant ces seuls résultats : la valeur du mètre est 
g» Op il',296; celle du kilogramme est 18827*™"", 1»; le franc vaut 

|i de livre. 

107. Reprenons actuellement le problème du n° 101 qui nous 
avait arrêtés, faute de données suffisantes. 

Un marchand de drap avait vendu jusqu'alors Vaune d'un certain 
drap, 86" y 17* 6 d ; on demande à combien de francs, en proportion, 
doit revenir le mètre du même drap. 

Réduisons d'abord W v 17' 6" en francs, décimes, etc., soit 
par le moyen des tableaux, soit d'après la règle du n° 102 ; il vient 
SO^JIO? pour la valeur de l'aune. 

D'un autre côté , le mètre exprimé en aune (n° 104), a pour va- 
leur 0 a ,889576 ; donc , le prix du mètre est égal à une partie de 
86^,4197 , marquée par le produit des deux nombres 86,4197 
et 0,889576. Cette multiplication étant effectuée, on trouve 
30,5771060472. 

D'où il suit que le prix du mètre doit être de WW. 

Soit encore proposée cette question : La livre poids d'une certaine 
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marchandise coûtant W v 11* 9", on demande le prix de 875*" 175* 
de la même marchandise. 

D'abord, le nombre 25" w 11* 9 d réduit en francs, etc., revient 
à 25', 271605; ce qui donne déjà le prix de la livre poids en 
francs, etc.... 

D'ailleurs, 875 A ",175 réduits en livres poids, d'après les ta- 
bleaux, ou d'après la règle du n° 105, donnent pour résultat 
7668? ,436198 (en ne tenant compte que des six premiers chiffres 
Décimaux, ce qui suffit); donc, si l'on multiplie 25 / ',271605 par 
766,436198 , le produit sera le prix demandé. 

On trouve pour ce produit, à 1 centime près, 19869,07 ; donc 
' 375*", 175 grammes coûtent 1 936* ',07 e (*). 

(•) Avant la I3« édition, nous avion» terminé ce chapitre par l'exposition de deux mé- 
thodes abrégées, l'une pour la multiplication, l'autre pour la division, lorsque les termes 
de ces deux opérations sont composes d'un grand nombre de chiffres, et que l'on n'a besoin 
d'obtenir les résultats qu'a un certain degré d'approximation. Hais ces méthodes abrégées 
font maintenant partie d'une note placée A la On de l'ouvrage, et ayant pour litre : Noie 
tur let Approximations numérique*. 
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CHAPITRE V. 

Propriétés générales des Nombres. 

108. Introduction. — Avant de pénétrer davantage dans la science 
des nombres , et pour en découvrir plus facilement de nouvelles 
propriétés , il est indispensable d'emprunter à l'Algèbre quelques- 
uns de ses matériaux, tels que les lettres et les signes, à l'aide des- 
quels on indique d'une manière générale et abrégée les opérations 
et les raisonnements que comporte la résolution d'une question. 

Ces éléments sont au nombre de dix principaux , que nous allons 
faire connaître successivement. 

1° Les lettres, qu'on emploie à la place des chiffres pour représen- 
ter les nombres. 

Xeur usage offre à la fois une écriture plus concise et plus géné- 
rale que celui des chiffres ; il fait mieux ressortir l'existence de telle 
ou telle propriété , par rapport à une ou plusieurs classes de nom- 
bres. 

2° Le signe -)-, dont on se sert pour marquer l'addition de deux 
ou plusieurs nombres, et qui s'énonce : plus. 

Ainsi, 45 -j- 23 s'énonce : 45 plus 23, ce qui signifie 45 augmenté 
de 23 ; de même, a -f- 6 -J- c s'énonce : o plus b plus c, c'est-à-dire 
le nombre désigné par a, augmenté du nombre exprimé par 6, et du 
nombre exprimé par c. 

3° Le signe — , qui s'énonce : motus, et que l'on place devant un 
nombre qu'il s'agit de soustraire d'un autre nombre. 

Ainsi, 78 — 49 s'énonce : 78 moins 49, c'est-à-dire 78 diminué 
de 49, ou bien encore, l'excès de 78 sur 49 ; a— 6 s'énonce : a moins b. 

4° Le signe de la multiplication, qui est X» on un point, que l'on 
pla^e enlrc deux nombres, et qui s'éntfnce : multiplié par. 
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Ainsi, 29 X 85, ou 29. 85, s'énonce : 29 multiplié par 35, c'est-à- 
dire le produit de 29 par $o; a X b, ou a. 6, s'énonce : a multiplié 
par 6. 

N. B. — Lorsque les nombres dont il faut indiquer la multipli- 
cation sont exprimés par des lettres, on convient encore de les 
écrire les uns à la suite des autres sans interposition de signe ; ainsi 
«6 signifie encore o multiplié par 6. Mais il est bien entendu que la 
notation ab ne peut être employée que lorsque les nombres sont dési- 
gnés par des lettres ; car, si l'on voulait, par exemple, représenter 
le produit de 5 par 6 , et que Ton écrivit 56, on confondrait cette 
notation avec le nombre cinquante-six. Dans ce cas, il est indispen- 
sable d'employer le signe X ou unpoinl, et l'on écrit 5 X 6 ou 5. 6. 

5° Le signe delà division, composé de deux points : que l'on place 
entre le dividende et le diviseur, ou bien encore d'une barre—, 
au-dessus et au-dessous de laquelle on place respectivement le di- 
vidende et le diviseur. 

2-4 

Ainsi, 24 : 6 ou — , s'énonce : 24 divisé par 6, ou le quotient de 
24 par 6. De même, a : 6, ou -r, s'énonce : o divisé par 6. La nota- 
tion^ est la plus usitée. 

6° le coefficient, signe que l'on emploie pour indiquer l'addition 
de plusieurs nombres égaux exprimés par des lettres. Ainsi, au lieu 
d'écrire a + a -f- a + a a, qui représente l'addition de 5 nombres 
égaux à a, on écrit 5a. De même, lia exprime l'addition de 1 1 nom- 
bres égaux à a; 12a6, l'addition de 12 nombres égaux au produit de 
a par 6. 

. Le coefficient est donc un nombre particulier, écrit à la gauche d'un 
autre exprimé par une ou plusieurs lettres, et qui marque combien 
île fois on doit prendre la lettre ou le produit que représentent ces lettres. 

7° Uexposant, signe dont on se sert lorsqu'un nombre désigné par 
une lettre doit entrer plusieurs fois comme facteur dans un produit. 
Ainsi, au lieu d'écrire aX«XaXaXa>ou aaoaa, on écrit plus 
simplement a 5 , que l'on prononce a cinq, ou plutôt a 5*" 1 * puissance. 

On appelle puissance le résultat de la multiplication de plusieurs 
nombres égaux > et degré de la puissance , la quotité des nombres 
égaux multipliés entre eux. . 

Vexposant, signe de ce degré, s écrit à h droit$et un peu au-dessus 
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d'une lettre; il marque combien de fuis la quantité exprimée par cette 
lettre doit entrer comme facteur dans un produit. (Lorsque l'exposant 
de la lettre doit être 1, on se dispense de l'écrire. Ainsi , o 1 est la 
même chose que a. ) 

On appelle racine 2 e , 8 e , 4 e , d'un nombre , un second 

nombre qui, élevé à la 2°, 8% 4 e puissance, peut pro- 
duire le premier nombre. Ainsi , 8 est la racine 2 e de 9 , parce 
que 8 fois 3 font 9 ; 7 est la racine 2 e de 49, parce que 7 fois 7 font 49 ; 
4 est la racine 8 e de 64, parce que 4 fois 4 font 16, et que 4 fois 16 
font 64. 

Les racines 2 e et 8 e s'appellent encore racines carrée et cubique. 

8° Le signe ]/ , dont on fait précéder un nombre lorsqu'on veut 

indiquer que l'on a à extraire de ce nombre une racine d'un certain 

V V 
degré. Ainsi, y a s'énonce : racine troisième de a, y b s'énonce : 

racine quatrième de 6. 

Lorsqu'on veut indiquer une simple extraction de racine carrée 
ou deuxième , on écrit seulement devant le nombre le signe 
sans placer aucun nombre en dedans du signe ; ainsi, )/ a signifie 
racine carrée ou deuxième de a. 

9° Le signe au moyen duquel on exprime que deux quantités sont 
' égales. Ce signe est =, et s'énonce : est égal à, ou simplement , 
égale. Ainsi a = 6 signifie a est égal à 6, ou a égale 6. 

Pour exprimer brièvement que l'excès de 86 sur 25 est égal à 1 1 , 
on écrit S6 — 25 = 1 1 ; c'est-à-dire 86 moins 25 égale 1 1 . 

Les expressions a = 6, 86 — 25 = 11 , se nomment des égalités; 
la partie à gauche du signe =, s'appelle premier membre, et la par- 
tie à droite, second membre. 

10° Le signe d'inégalité, > ou <, dont on se sert pour exprimer 
qu'une quantité est plus grande ou plus petite qu'une autre ( en ob- 
servant que l'ouverture du signe doit toujours être tournée du côté 
de la plus grande quantité). Ainsi, a > 6, signifie aplus grand que 6 ; 
a < 6, signifie a plus petit que b. 

109. Pour donner une idée de l'emploi de ces différents si- 
cnes , et de la simplicité du langage algébrique , faisons quelques 
applications. 

Supposons d'abord qu'on veuille exprimer qu'un nombre repré- 
senté par o doit être élevé à la A ime puissance, que le produit résul- 
tant doit être multiplié 8 fois de suite par b, et qu'enfin le nouveau 
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produit doit être multiplié 2 fois de suite par c; on écrira simple- 
ment a 4 6V. 

Veut-on exprimer qu'il faut faire la somme de 7 nombres égaux 
à ce dernier, ou le multiplier par 7, on écrira 7a 4 6V. 

De même , 6a 6 6* est l'expression abrégée de 6 fois le produit de 
la 5 e puissance de a par la deuxième puissance de 6. 

Za — 56 est l'expression abrégée de l'excès du triple de o sur le 
quintuple de 6. 

2o* — 8o6 + 46* est l'expression abrégée du double du carré 
de o, diminué du triple produit de a par 6, et augmenté du quadru- 
ple du carré de 6. 

On appelle monôme, ou quantité à un seul terme, ou simplement 
terme, une quantité algébrique qui n'est pas composée de parties 
séparées les unes des autres par les signes de l'addition ou de la 
soustraction ; et polynôme ou quantité à plusieurs termes , une 
expression algébrique composée de plusieurs parties séparées par 
les signes + et — ; ainsi, âa, 6a*, 7a 5 6* sont des monômes; 
3a— 56, 2a* — 3a6 ~\- 46*, sont des polynômes ; la première de ces 
deux expressions est dite un binôme, parce qu'elle a deux termes; 
la seconde, un trinôme, parce qu'elle en a «rois, etc. . . . 

Voyons maintenant comment on peut effectuer, sur des quan- 
tités exprimées algébriquement , les opérations fondamentales de 
l'Arithmétique , en nous bornant toutefois aux cas les plus simples, 
ceux sur lesquels nous aurons à nous appuyer dans la suite de ce 
Traité. 

1 10. addition. — Pour exprimer qu'il faut ajouter les deux nom- 
bres a et 6, on écrit simplement a -f- 6. De môme, o + 6 + c indi- 
que l'addition des nombres a, 6, c; cela résulte des notations con- 
venues. De même, a — 6 et c -f- d — /"ajoutés ensemble, forment 
la quantité unique o — 6 + c + d — f. 

Si l'on avait o — 6 et 6 — c à ajouter, on écrirait a — b + 6 — c ; 
mais comme , d'une part , 6 est soustrait, et que, de l'autre, il est 
ajouté, ces deux opérations se compensent; d'où il suit que l'expres- 
sion se réduit à a — c. Cette simplification se désigne, en Algèbre, 
sous la dénomination de réduction des termes semblables. 

111. Soustraction. — Pour soustraire 6 de a, on écrira a — b. 
De même, si l'on avait c à soustraire de a — 6, on écrirait a— 6 — c. 

Soit maintenant à soustraire l'expression c — d de l'expression 
a — 6; on pourra d'abord indiquer la soustraction , de cette ma- 
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nière : a — b— (c — d), en écrivent entre deux parenthèses la se- 
conde quantité c — d, et la faisant précéder du signe —.Mais quand 
ou veut réduire le résultat à un seul polynôme, voici comment il 
faut raisonner : 

Si Ton avait c tout entier à retrancher de o — 6, il viendrait pour 
résultat, a — b — c; or, comme ce n'est pas c, mais bien c diminué 
de d, que l'on a à soustraire , le résultat a — b — c est trop faible 
du nombre d'unités qui se trouvent dans d; ainsi, on ramènera le 
résultat à sa juste valeur, en ajoutant d à a — 6 — c, et il viendra 
a — b — c-\- d. 

D'où il résulte que, pour soustraire un polynôme d'un attire, il faut 
écrire le premier à la suite du second , en cltangeant les signes de tous 
les termes du polynôme à soustraire. 

On trouvera d'après cette règle, et par des raisonnements 
analogues, 

Sa _ (26 — 3c) = 3a — 26 + 8c, 
Sa- 46 _ (6(i _ f+ g) „ 5a _4& _ fcj +/- g. 

112. Multiplication. — Soit à multiplier o 4 par 6*. 
On écrira a* X ou simplement a*b*. 

Mais si l'on a a 6 â multiplier par a 8 , on observera que le nombre a 
étant B fois facteur dans le multiplicande, et 3 fois facteur dans le 
multiplicateur , doit être 5 -f* 3, ou 8 fois facteur dans le produit ; 
ainsi Ton a o 5 X a$ = <* 8 ; c'est-à-dire que, quand la lettre est la 
même dans les deux facteurs de la multiplication, on l'écrit une seule 
fois en lui donnant pour exposant la somme des exposants des deux fac- 
teurs. On trouverait de même a 4 b* X a*6 5 =a*6 4 ; a*b X a& 5 =a*6* 
en se rappelant ( n° 108 , 7° ) que 6 = b x , a = a 1 , et se fondant sur 
le principe général établi n° 28. 

Soit maintenant a — b d multiplier par c. 

On peut d'abord indiquer le produit de cette manière : (a—b)c. 

Mais si l'on veut obtenir un seul polynôme, on remarquera que, 
multiplier (« — b) parc revient(n° 25) à multiplier c par (a — 6), 
c'est-à-dire à prendre c autant de fois qu'il y a d'unités dans a di- 
minué de 6; si donc on multiplie d'abord c par a tout entier, ce qui 
donne ca ou ac, le produit est trop fort de celui de c par b, ou de bc; 
ainsi , il faut retrancher bc de ac, et Ton obtient ac — bc pour le 
produit demandé. 

C'est-à-dire que (a — 6) c = «c — bu 
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Soit encore (a — b) à multiplier par (c — d). 

Le produit peut d'abord s'indiquer ainsi : (a — h) (c — d). 

Mais pour obtenir un seul polynôme , on commence par multi- 
plier (o — 6) par c, ce qui donne ac — bc; et l'on observe ensuite 
que ce n'est pas par c tout entier que l'on avait à multiplier (a — 6), 
mais bien par c diminué de d. Ainsi , le produit ac — 6c est trop 
fort du produit de (a — 6) par d t c'est-à-dire trop fort de ad — bd. 
Donc, pour ramener le premier à r ajuste valeur, il faut retrancher 
ad — bd de ac — bc; ce qui donnv, d'après la règle de la soustrac- 
tion, ac — 6c — ad W. 

Pour effectuer la multiplication de deux binômes, multipliez sépa- 
rément chacun des termes du multiplicande par cliacun des termes du 
multiplicateur, en observant , par rapport aux signes des produits 
partiels, la règle suivante : Si les deux termes que l'on multiplie sont 
tous les deux affectés du même signe, leur produit doit être affecté du 
signe -j- ; mm* s'ils sont affectés de signes différents, leur produit doit 
être affecté du signe — . 

On trouvera, d'après cette règle, que (o + 6) (c — d) = 
ac + oc — ad — bd;(a— 6)(c + d) = ac — 6c -f- ad — 6d. 

118. Division. — Nous ne considérerons qu'un seul cas de cette 
opération. C'est celui de deux monômes composés de la môme lettre. 

Soit a 7 à diviser par a*. 



a 7 



On peut d'abord indiquer le quotient de cette manière , ^ ou 

a 7 : a 5 . Mais observons que , comme a 7 est un produit dont o* et le 
quotient sont les deux facteurs, l'exposant 7 du dividende doit 
être (n° 112) égal à la somme de l'exposant S du diviseur et de 
l'exposant inconnu du quotient; donc réciproquement , celui-ci est 
égal à l'excès de l'exposant' du dividende sur l'exposant du diviseur 
c'est-à-dire à 7 — 8, ou à 4. 



a 7 



Ainsi, a i=o 4 > en effet, o'Xtt-o'. 

6' c* 

On trouvera de même ^=6*,- ^ =c 1 ou c;. 

-— -=a 1 6 1 =ab. 
a'o 



a' „ u s n a* 



Par analogie, on trouvera ^= a 0 , - 5 — a 0 , ^— a 0 ; 
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tT €r Or ' 

et comme d'ailleurs ciiacune des expressions -=,-^,-7, 

a ar a* 

a pour vraie valeur l'imité, on en tirera cette conséquence : . . . . 

a° = 1. 

La notation a° mise quelquefois à la place de l'unité, offre l'avan- 
tage de conserver la trace d'une lettre qui , entrant d'abord dans le 
calcul, a dû disparaître par l'effet des simplifications. 

Les autres cas de la division sont inutiles à considérer pour l'ob- 
jet que nous nous proposons. 

Telles sont les seules notions sur l'Algèbre , dont nous aurons à 
faire usage dans le cinquième chapitre et dans les suivants. 

1 14. Pour faire ressortir dès à présent les avantages que l'on peut 
retirer de l'emploi des lettres pour représenter les nombres , nous 
résoudrons les deux questions suivantes : 

1° Quel changement produit-on dans une fraction en ajoutant un 
même nombre à ses deux ternies? (Cette question a déjà été traitée 
n° 49. ) 

Désignons par — la fraction proposée, et par m le nombre que 
l'on ajoute aux termes a et & de cette fraction, ce qui donne la nou- 
velle fraction ?"}^ W . 

o-\-m 

Pour comparer ces deux fractions, réduisons-les au même déno- 
minateur ; il vient pour la première fraction , » el P our I a 

seconde , ; ou bien, effectuant les calculs d'après la règle 

«lnnMIft d>+am ab+bm 

Or, les deux numérateurs ab + am et ab -f- bm ont une partie 
commune ab, et la partie bm du second numérateur est plus grande 
que la partie am du premier , puisque l'on a 6>o. Donc aussi, la 
seconde fraction est plus grande que la première. Ainsi, Von aug- 
mente la valeur d'une fraction en ajoutant un même nombre à ses deux 
termes, 

La vérité de la proposition exige d'ailleurs, comme on le voit par 
le raisonnement précédent , que ^ soit une fraction proprement 
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dite, ou que Ton ait a<6; si au contraire on avait a>6, la rela- 
tion aurait lieu dans un ordre inverse , puisque alors on aurait 
ao -f- 6tn <[ a6 + am. 

N. B. — Ce moyen de démonstration, rigoureux et général tant 
que les nombres sont désignés par des lettres, cesserait de présenter 
ce caractère si l'on voulait l'appliquer à des nombres particuliers. 

Par exemple, que l'on ait la fraction î| , et qu'on ajoute 3 unités 

15 

à ses deux termes, il vient — . 

20 

Réduisant ces deux fractions au même dénominateur, on obtient, 

., 240 . , 258 

pour la première , ^ , et pour la seconde, — . 

On voit bien ici que la. seconde fraction est plus grande que la 
première ; mais rien ne prouve que ce qui a lieu dans cet exemple 
particulier, aurait également lieu dans tout autre. 

La démonstration exposée n° 49 est, d'après la nature de ces rai- 
sonnements , aussi générale que celle qui vient d'être donnée ; mais 
celle-ci, quoique moins élégante peut-être, a l'avantage d'être plus 
concise ; la voici réduite à ses moindres termes : 

Soient ^ et , les deux fractions que l'on veut comparer. 

Réduisons -les au même dénominateur ; il vient ??"j"? m et 

-J- ont 

&» ^6ro * ° r ' ^ ar û yP°* n ^ se > on a 0< C&ïd ,( m am<6m; donc, 

06 -j- o,m < ab -f 6m; ainsi, la seconde fraction est plus grande que 
la première. 

2° On demande le produit de la somme de deux nombres, multipliée 
par la di/férence de ces mêmes nombres. 

Soient a et 6 les deux nombres proposés ; leur somme sera expri- 
mée par (a -J- 6), et leur différence par (o — 6). 

Or , si l'on effectue la multiplication de a -\- b par a — b, d'après 
les règles du n° 112 , on a pour produit, a* — ab -f- ab — 6 S , ou , 
omettant les deux termes — ab, -j- ab, qui se détruisent, a* — 6%- 
donc. . . . (a + 6) (a — 6) = a s — b*. 

Ce qui prouve que la somme de deux nombres quelconques, multi- 
pliée par leur différence , donne toujours pour produit la différence de 
leurs carrés ou secondes puissances. 
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Exemple. — Soient les deux nombres 25 et 12 ; leur somme est 87, 
et leur différence 13 ; multipliant 37 par 13, on a pour produit 481. 

D'un autre côté, 25 X 25 donne 625; 12 X 1* donne 144; 
d'où. . . . (25)' — (12) î *=481. 

Donc (25 + 12 ) ( 26 ~ 12 ) = (25)* — (12)*. 

Ces derniers raisonnements ne sont qu'une vérification de la pro- 
priété, effectuée sur deux nombres particuliers ; tandis que ceux qui 
précèdent forment une démonstration rigoureuse et générale, puis- 
que les nombres y sont désignés par des lettres auxquelles on peut 
attribuer toutes les valeurs possibles. 

Les questions précédentes suffisent pour mettre les commençants 
en état d'apprécier les avantages qui résultent de l'emploi des let- 
tres pour représenter les nombres. Parleur usage, non-seulement 
on rend les raisonnements plus généraux et souvent plus concis , 
mais encore on conserve la trace des opérations â effectuer sur les 
nombres qui entrent dans l'énoncé de la question, et qui ne peuvent 
ainsi se fondre les uns dans les autres comme lorsqu'on opère sur 
des nombres particuliers. 

Ces notions étant établies, nous allons revenir sur nos pas, c'est- 
à-dire reprendre quelques-uns des objets traités dans la première 
partie , pour les approfondir davantage ; nous parviendrons ainsi à 
de nouvelles propriétés, et à des moyens de modifier ou de simpli- 
fier les procédés des diverses opérations de l'Arithmétique. 

§ I er . Théorie des différents systèmes de numération. 

116. Nous avons vu (n° 5 ) comment, à l'aide de dix caractères ou 
cBiffres , on parvient à représenter tous les nombres, en partant de 
ce principe de convention, que tout chiffre placé à la gauche d'un 
autre , exprime des unités dix fois plus grandes que celles de cet 
autre chiffre. Nous nous proposons maintenant de faire voir qu'on 
peut également écrire tous les nombres avec plus ou moins de dix 
caractères , pourvu qu'il y en ait au moins deux, et que le zéro en 
fasse partie. 

On appelle, en général, base d'un système de numération, le nom- 
bre des chiffres qu'on emploie. Le système où l'on fait usage de 
deux chiffres se nomme système binaire, celui où l'on en considère 
trois, système tertiaire, etc. 

Dans tout système de numération analogue au système décimal , 
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on convient que tout chiffre placé à la gauche d'un autre exprime des 
unités autant de fois plus grandes, par rapport à celles de cet autre chif- 
fre, qu'il y a d'unités dans la Base , c'est-à-dire dans le nombre des 
chiffres du système. Ainsi, dans le système binaire, les unités de 
chaque chiffre acquièrent des valeurs de deux en deux fois plus 
grandes à mesure que l'on recule d'un, de deux, de trois . . . rangs 
vers la gauche ;.dans le système ternaire, les valeurs des unités do 
chaque chiffre sont de trois en frow fois plus grandes ; et, en général, 
dans un système dont la base est B , les unités de chaque chiffre 
acquièrent des valeurs de B en B fois plus grandes , à mesure que 
Ton recule de droite à gauche. 

Lorsqu'un nombre est écrit dans le système dont la base est B, le 
premier chiffre à droite exprime les unités du premier ordre, le chif- 
fre immédiatement à gauche, les unités du second ordre, le chiffre à 
gauche de ces deux-là, les unités du troisième ordre, et ainsi de suite. 
II faut B unités du premier ordre pour former l'unité du second 
ordre , B unités du second ordre pour former l'unité du troisième 
ordre, etc. 

117. Ceci bien entendu, passons à la manière d'exprimer en 
chiffres un nombre entier , guel que soit le système qu'on adopte. 
Pour fixer les idées, nous considérerons le système septénaire, ou le 
système dans lequel on emploie sept chiffres. Les mêmes raisonne- 
ments pourront s'appliquer ensuite à tout autre système. 

Les chiffres du système septénaire sont 0, 1 , S, 8, 4, 6, 6 ; les six 
derniers exprimant les six premiers nombres. 

Ajoutant l'unité à six, on forme le nombre sept, ou l'unité du 
second ordre , qui , d'après le principe énoncé ci-dessus, doit s'é- 
crire 10. 

Mettant successivement chacun des chiffres du système à la pre- 
mière et à la deuxième place, on formera évidemment tous les nom- 
bres consécutifs, compris depuis sept, ou 10, jusqu'au nombre 
représenté par 86. 

Ce nombre ftant formé, si l'on ajoute une nouvelle unité, il en 
résultera six unités du second ordre , plus sept unités du premier, 
c'est-à-dire sept unités du second ordre, ou une seule unité du troi- 
sième ordre, qui devra s'écrire ainsi : 100. 

Mettant successivement à la première, à la seconde, et à la troi- 
sième place, les différents chiffres du système , on formera tous les 

\RITHMtTIQre. 10 
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nombres consécutifs compris depuis 1 00 jusqu'au nombre représente 
par 666. 

Raisonnant sur ce dernier nombre comme sur 66, on parviendra 
d'abord à l'unité du Â me ordre qui s'écrira ainsi : 1000 ; puis on ob- 
tiendra successivement tous les nombres consécutifs compris de- 
puis 1000 jusqu'au nombre représenté par 6666; et ainsi de suite à 
l'infini . 

D'où l'on voit que tous les nombres entiers possibles sont suscep- 
tibles d'être écrits dans ce système. 

Quel quesoitle système adopté, les unités de différents ordres sont 
respectivement représentées par 1 , 10, 100, 1000, 10000, comme 
dans le système décimal ; mais les valeurs relatives de ces unités 
sont essentiellement différentes suivant les systèmes. 

118. A'. B. — Nous avons dit, n° 1 16, que le chiffre 0 était un 
caractère indispensable dans tout système analogue au système dé- 
cimal, c'est-à-dire dans un système où la valeur relative d'un chiffre 
dépend du rang qu'il occupe à la gauche de plusieurs autres. A la 
rigueur, on pourrait s'en passer ; mais le système serait moins régu- 
lier, comme nous allons le voir. 

Soit proposé, par exemple, d'établir le système ternaire, en adop- 
tant les trois chiffres significatifs 1, 2, 3. 

Les trois premiers nombres seraient d'abord exprimés par ces 
chiffres. 

Pour représenter quatre, cinq et sir, il suffirait d'écrire 11 , 
12, 18. 

Pour exprimer sept, huit, neuf, dix, onze, douze, 
on écrirait 21, 22, 2», 81, 32, 83. 

De même 111, 112, 113. 121 , 122, 123, 
exprimeraient treize, quatorze, quinze, seize, dix-sept, dix-huit. 

Il n'est pas nécessaire d'aller plus loin pour sentir les inconvé * 
nients de ce système. Son principal défaut consiste en ce que des uni- 
tés d'un même ordre sont exprimées d'une manière différente. Ainsi, 
dans 13 et 23, le chiffre 3 exprime une unité du second ordre, 
comme les chiffres 1 et 2 qui sont à sa gauche. Dans 123, l'ensemble* 
des chiffres 23 exprime neuf, ou l'unité du troisième ordre, ainsi 
que le chiffre 1 qui est à la gauche de ces deux-là. 

En faisant usage du chiffre 0, il suffit de déterminer les nombres 
d'unités de différents ordres qui entrent dans le nombre proposé, et 
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d'écrire à la suite les uns des autres, de droite â gauche, les chiffres 
qui expriment ces nombres. 

1 19. L'accord qui existe entre la nomenclature actuelle des nom- 
bres et la manière de les représenter en chiffres dans le système dé- 
cimal , permet de les écrire facilement , et pour ainsi dire , sous la 
dictée en langage ordinaire, comme aussi de résoudre la question 
inverse qui consiste à énoncer en langage ordinaire un nombre quel- 
conque représenté par un groupe de chiffres donné. Il en serait de 
même dans tout système de numération pour lequel on aurait éta- 
bli une nomenclature spéciale. Mais si Ton proposait, par exemple, 
d'écrire dans le système septénaire le nombre trois cent soixante-neuf 
rapporté au système décimal, il serait difficile de reconnaître à priori 
quels sont les chiffres propres à exprimer les unités du premier, du 
" second, du troisième.... ordre septénaire qu'il renferme. Or, comme 
ce nombre, écrit en chiffres dans le système décimal, revient à 369, 
il s'ensuit que la question proposée dépend de la suivante qui est 
beaucoup plus générale : Un nombre étant énoncé en langage ordi- 
naire, ou écrit dans le système décimal, traduire ce même nombre dans 
le système dont la base est B. 

Pour résoudre cette dernière question , observons que , B unités 
du premier ordre formant une unité du second , autant de fois le 
nombre proposé contiendra la base B , autant il renfermera d'uni- 
tés du second ordre du système B ; c'est-à-dire que , si Ton divise 
ce nombre par B , le quotient exprimera des unités du second or- 
dre ; et le reste, qui sera nécessairement moindre que B, exprimera 
les unités du premier ordre, du nombre écrit dans le système dont 
la base est B. 

De même, puisque B unités du second ordre, dans le système B, 
forment une unité du troisième ordre dans ce môme système , si 
l'on divise par B le quotient qui exprime des unités du second 
ordre , le nouveau quotient qu'on obtiendra exprimera des unités 
du troisième ordre ; et le reste, toujours moindre que B, représen- 
tera les unités du second ordre , du nombre écrit dans le système 
dont la base est B ; et ainsi de suite. 

D'où Ton voit que , pour passer du système décimal au système 
dont la base est B , il faut : 1° diviser le nombre proposé par la base 
du nouveau système écrite dans le système décimal, ce qui donne un 
reste que Von écrit d part, comme exprimant les unités du premier 
ordre dans le nouveau système; 2° diviser le quotient obtenu, par la 

10' 
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même base, ce qui donne un second reste qu'on écrit à la gauche du 
premier, comme exprimant les unités du second ordre; 8° diviser le 
second quotient par la même base, et écrire le troisième reste qu'on ob- 
tient ainsi, à la gauche des deux précédents, parce qu'il exprime les 
unités du troisième ordre; continuer cette série d'opérations jusqu'à 
ce qu'on soit parvenu à un quotient moindre que la base du nou- 
veau système; ce dernier quotient exprime les unités de Tordre le 
plus élevé , et s'écrit alors à la gauche de tous les restes obtenus suc- 
cessivement. 

Appliquons cette règle au nombre trois cent soixante-neuf ou 369, 
qu'il s'agit de traduire dans le système septénaire. 



369 | 7 restes 

52 6 

7 8 (1085) 

1 0 

0 i 



Divisant 369 par 7 , on a pour quotient 52 , et pour reste 5 que 
l'on écrit à part ; ce sont les unités du premier ordre dans le nouveau 
système. 

Divisant 52 par 7 , on trouve pour quotient 7 , et pour reste 3, 
qui exprime les unités du second ordre, et qu'on écrit à la gauche 
du chiffre 5. 

Divisant 7 par 7 , on a pour quotient i , et 0 pour reste, ce qui 
indique qu'il n'y a pas d'unités du troisième ordre; et l'on écrit un 0 
pour en tenir la place. 

Enfin , comme le quotient 1 est plus petit que 7 , il exprime les 
unités du quatrième ordre; et le nombre traduit dans le système 
septénaire revient à (1035). 

On trouverait de même , pour le nombre 5347 traduit dans le 
système de huit chiffres ,0,1,2,8,4,5,6,7, l'ensemble des 
nouveaux chiffres (12343). 

5347 | 8 restes 

668 3 

83 4 

10 t (12848) 

1 ...... 2 

0 1 

Remarque. — 11 peut arriver que la base du nouveau System? soit 
plus grande que dix, base du système décimal. 
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Dans ce cas, il y a une observation importante à faire pour l'ap- 
plication de la règle. 

Soit, par exemple, le nombre 842S à traduire dans le système duo- 
décimal, ou dans le système de douze chiffres. 

En convenant d'employer les deux lettres grecques, et, C, pour 
désigner les nombres dix et onze, les chiffres de ce système se- 
ront 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, «, C 
8-428 | 12 restes 

701 lTouC 

58 5 (4*8C) 

4 10 ou a 

0 4 

La base douze étant exprimée par 12 dans le système décimal , 
on divise 8423 par 12, ce qui donne le quotient 701, et le reste 11 
qui exprime les unités du premier ordre dans le nouveau système. 
Or, 1 1 écrit dans le système décimal signifie onze, et par conséquent 
doit s'écrire fdans le système duodécimal. On écrit donc à part, non 
pas 1 1 , mais C, comme désignantlechiffredesunitésdu premierordre. 

Pareillement, à la troisième division, on obtient pour reste 10 ou 
dix qui , dans le nouveau système , s'écrit a ; on pose donc « à la 
gauche des deux chiffres déjà trouvés. On obtient ainsi (4«8C5 pour 
le nombre proposé, traduit dans te système duodécimal. 

120. Réciproquement, Un nombre étant écrit dans un système 
quelconque dont la base est B , on peut se proposer de Yénoncer en 
langage ordinaire, ou, ce qui revient au même, de le traduire dans 
le système décimal. 

Soit, en général.... hgfdcba un nombre écrit dans le système 
de B chiffres ; o, 6, c, d, f,.... désignant les unités du 1", du 2 # , du 
3*,... ordre. 

Il résulte du principe fondamental établi n° 116, que le chiffre 
b exprime des unités B fois plus grandes que s'il était seul ; donc sa 
valeur relative est égale au produit de 6 par B, et peut ( n° 108) se 
représenter par 6XB, ou simplement par 6B. De même le chiffrée 
exprime des unités B fois plus grandes que celles dû chiffre 6; 
ainsi sa valeur relative est égale au produit de c par B X B ou B*, 
et peut être représenté par cB*. On reconnaîtrait pareillement que 
rfB 5 , /B 4 , jfB 6 , AB 6 ,.... sont les valeurs relatives des autres chiffres. 

Donc enfin, le nombre proposé a pour expression, 

a + 6B + CB* + dB' + fB* -f ^B* + AB«.... 
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En donnant à la base B et aux chiffres a, b, c, d, /",... des valeurs 
particulières, on effectuera, dans le système décimal, toutes les 
opérations arithmétiques indiquées par cette expression ; et Ton ob- 
tiendra le nombre correspondant à ces données particulières , tra- 
duit dans le système décimal. 



[L'expression ci-dessus se nomme, en Algèbre, une formule, parce qu'elle renrerme, 
sons une forme concise, le système d'opérations arithmétiques à effectuer sur différents 
nombres pour obtenir la réponse â une question générale, et parce qu'on peut en déduire 



Traduite en langage ordinaire , cette formule donne lieu à la 
règle suivante : Formez d'abord les diverses puissances de la 
base B écrite dans le système décimal; multipliez ensuite tous les chif- 
fres a, 6, c, d, f t ...... , 

traduits également dans le système dé- 
cimal, respectivement par les nombres... 1, B, B', B 1 , B*, ; 

ajoutez ensuite tous ces produits partiels, et vous aurez le nombre de- 
mandé. 

Soit, par exemple, le nombre (57436) écrit dans le système de 
huit chiffres, à traduire dans le système décimal. 

Après avoir reconnu par des multiplications successives, que les 
puissances de 8 jusqu'à la 4 e inclusivement, sont 8, 64, SIS, 4096, 
on peut disposer ainsi les calculs : 

1° 1X6= 6 

2° 8 X * = 84 

8° 64 X 4 — 556 

4° 512 X 7 = 3584 

5° 4096 X 5 = 20480 

Donc (57436) = 24350 

Vérification d'après la règle établie n° 119, 

24350 | 8 
3043 6 

380 3 

47 4 (87486) 

■ 

5 7 

0 5 

121. On peut donner de la question inverse une solution plu 
simple et surtout plus en rapport avec celle de la question directe 
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Reprenons le même nombre ( 57436 ) qu'il s'agit de faire passer du 
système de huit chiffres au système décimal. 

D'après le principe fondamental du n° 1 16 , le premier chiffre à 
gauche qui est 5, représente des unités 8 fois plus grandes que celles 
du second chiffre 7 ; donc, en multipliant 5 par 8, et ajoutant 7 au 
produit, ce qui donne 47 (ou quarante-sept), on aura le nombre total 
des unités du 4° ordre ( système de huit chiffres) que renferme le 
nombre proposé. Par la môme raison, si Ton multiplie 47 par 8, et 
qu'on ajoute 4 au produit , ce qui donne 880 (ou {rots cent quatre- 
vingt), on aura le nombre total des unités du 8 e ordre (système de 
huit chiffres) que renferme le nombre proposé. 

Pareillement , si l'on mûltiplie 880 par 8 , et qu'on ajoute 3 au 
produit , ce qui donne 8043 , on aura le nombre total d'unités du 
second ordre que renferme le nombre proposé. Multipliant enfin 
3043 par 8, et ajoutant 6 au produit, on obtient 24350 pour le 
nombre total d'unités du premier ordre ( exprimé dans le système 
décimal) que renferme le nombre proposé. 

Voici comment on peut disposer le calcul : 

5X8= -40, + 7 = 47 

47 X 8 « 876, + * «= 8 80 

880 X 8 « 8040, + 8 = 8048 

3043 X 8 = 24844, + 6 == 24350. 

Règle générale : Multipliez le premier chiffre à gauche, du nombre 
proposé, par la base B écrite dans le système décimal, et ajoutez au pro- 
duit le second chiffre (en partant de la gauche); multipliez la somme 
ainsi obtenue par la base B, et ajoutez au produit le 3 e chiffre ; et ainsi 
de suite. * 

Cette règle est précisément l'inverse de celle qui a été établie 
n° 1 19, ainsi qu'on peut le reconnaître en comparant le tableau des 
calculs qui viennent d'être exécutés avec celui qui termine le nu- 
méro précédent. 

122. Aux deux questions des n°* 1 19 et 120, se rattache une troi- 
sième question plus générale qui a pour but de passer d'un système 
aont la base est B on système dont la base est B'. 

La règle à suivre dans ce cas , consiste à faire passer le nombre 
proposé du système B au système décimal ( n° 120), puis de celui-ci 
au système B* ( n* 119). 

Proposons-nous, pour exemple, de faire passer le nombre (23104) 

• 
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du système quinaire (ou de cinq chiffres) au système duodécimal. 
Voici le tableau des calculs : 

2X5= 10, + 8 = 18 
18 X 8 = 65, + 1 = 
66X8 = 830, + 0 = 
830 X » « 1650, + 4 =» 1654 

165-4 | 12 

187. . . . dix ou * 

11. . . . 5 (C5«) 

o. . . .oit» o« c 

Donc (28104, syst. cinq) = (C8«, syst. rfotize). 

On vérifierait ce calcul en reprenant les transformations dans un 
ordre inverse , c'est-à-dire en passant du système duodécimal au 
système quinaire. 

128. Les procédés pour effectuer les quatre opérations fondamen- 
tales de l'arithmétique sur des nombres écrits dans un système 
quelconque, ne diffèrent pas essentiellement de ceux qui ont été 
établis pour le système décimal. Seulement, il faut bien se rappeler 
la loi qui existe entre les unités de différents ordres, afin de pou- 
voir , au besoin , convertir des unités d'un ordre quelconque en 
unités de l'ordre immédiatement supérieur ou inférieur. 

Pour familiariser les commençants avec les différents sys- 
tèmes de numération, nous proposerons un exemple de cha- 
cune des opérations, exécutée dans le système duodécimal, 
dont les caractères sont, comme nous l'avons déjà vu n° 119, 
0, 1,2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9, «, C. 

i° Soit à ajouter les nombres 

8704*, <T298€(, 27&5, 48*C. 

En commençant d'abord par les unités 8704« 
simples, on dit « et 6 font 14, et 5 font 19, C2956 
et 6 font 28. On pose 8 et l'on retient 27C«5 
2 douzaines pour les reporter à la colonne 48*g 
des unités du 2° ordre. 1 5*678 

On dit ensuite : 2 et 4 fontô, et8 fonte, 
et « font 19 , et a font 27. On pose 7 et l'on retient 2 pour les re- 
porter à la colonne des unités du 8 e ordre , sur laquelle on opère 
comme sur les précédentes ; et ainsi de suite. On obtient 
15*678 pour la somme demandée. 
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2- Soit à soustraire de , 8-0046 

Le nombre 47«88C 

121577 

Comme on ne peut soustraire C de 6, on a recours à l'artifice du 
n" 14 v et Ton dite de 16, il reste 7. Passant â la colonne suivante , 
on augmente 8 d'une unité , et l'on dit : 9 de 14 , il reste 7. En- 
suite 7 de 10, il reste 5 ; C de 10, il reste 1 ; 8 de «, il reste 2 ; enfin 
4 de 5, il reste 1. Ainsi 121577 est le résultat demandé. 

3° Soit à multiplier 8407* 

par \ . . 5*68 

228528 

[ Nous sommes censés avoir sous les yeux 1 80&T0 
une table de multiplication, poussée jus- 294664 
qu'à C ( ou onze ) , qui est le plus haut chiffre - 148332 
du système.] 177608828 

En multipliant d'abord 3407 a par 8 , je dis : 8 fois a font 68 ; je 
pose 8 et retiens 6. Ensuite , 8 fois 7 font 48 , et 6 de retenue 
font 52 ; je pose 2 et retiens 6. 8 fois 0 font 0 , et 5 de rete- 
nue font 5 ; je pose 5 ; 8 fois 4 font 28 ; je pose 8 et retiens 2. 
Enfin 8 fois 8 font 20, et 2 de retenue font' 22; je pose 2 et 
avance 2. Le premier produit partiel est donc 228528. 

Quant aux autres produits partiels du multiplicande par les 
autres chiffres du multiplicateur , on prouverait, par des raison- 
nements analogues à ceux qui ont été faits (n* 21) pour le 
système décimal, que tout se réduit à multiplier successive- 
ment le multiplicande par chacun de ces chiffres considérés 
comme exprimant des unités simples , et à écrire chacun des pro- 
duits au-dessous du précédent, en les avançant au fur et à mesure 
d'un rang vers la gauche. 

Additionnant enfin tous ces produits, on trouve pour résul- 
tat, 177608828. 

4° Vérifions cette opération par la division; il suffit, pour cela, 
de diviser le produit obtenu, par mftnRM8 , K , 68 
Tun des facteurs, 5«68 par exemple. 1 77uu88i8 LËfHiL 

Pour obtenir le chiffre des unités ÏL* 
les plus élevées du quotient, il faut atc 
prendre les cinq premiers chiffres * 
â gauche du dividende , et diviser 
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17760 par 8*68. Pour cela, on cherche en 17 combien de fois 5 ; il 
y est 3 fois pour 13, et l'on écrit 3 au quotient. Multipliant le divi- 
seur par 8, et retranchant le produit, du premier dividende partiel, 
on obtient pour reste 1C*0 qui, suivi du chiffre 8, donne 1&08 pour 
le second dividende partiel, sur lequel on opère comme sur le pré- 
cédent. 

Divisant 1C*08 par 5*68 , ou plutôt 1C par 5 , on a pour quo- 
tient 4 , que l'on écrit à la droite du précédent , et pour reste 
de la nouvelle division partielle, 8*0. 

Comme , le chiffre suivant 8 étant abaissé , le nouveau divi- 
dende partiel 8*08 ne contient pas le diviseur, on met un 0 
au quotient , et l'on abaisse le chiffre 2 du dividende ; ce qui 
donne 8*082 pour nouveau dividende partiel. 

Opérant sur celui-ci comme sur les précédents , on trouve pour 
quotient 7, et pour reste 4*96. 

Abaissant enfin le dernier chiffre du dividende, et divisant 
4*968 par 5*68 , on obtient * pour quotient et 0 pour reste. 

Donc, 8407* est le quotient demandé. 

Nous engageons les élèves à s'exercer sur d'autres exemples pris 
au hasard , et dans différents systèmes , particulièrement sur les 
deux dernières opérations , ces exercices étant très-propres à leur 
donner l'habitude du calcul. 

124. La question du n° 122 , qui a pour objet de passer d'un 
système quelconque B à un autre système B', peut être résolue 
directement, c'est-à-dire sans que l'on soit obligé de passer 
d'abord du système B au système décimal, et ensuite de celui-ci au 
système B / . Il suffirait, pour cela, de traduire la pose B' dans le sys- 
tème B , et d'appliquer la règle du n° 1 19 , en effecttiant les opérations 
dans le système B ; ou bien encore de traduire la base B dans le système 
B' et d'appliquer l'une des règles des n°* 120 et 121 , en effectuant les 
opérations dans le système B'. 

Nous ne nous arrêterons pas davantage sur ces opérations qui 
n'offrent aucune difficulté. 

125. Remarque générale. — Le système duodécimal offre quelques 
avantages sur le système décimal, en raison de ce que sa base douze 
renferme un plus grand nombre de facteurs que dix. En effet, douze 
est divisible par 2 , 8, 4 , 6 , tandis que les seuls facteurs de dix 
sont 2 et 5. Mais on ne pourrait substituer le système duodé- 
cimal , ou tout autre , au système décimal , sans modifier la no- 
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menclature de manière à l'approprier au système adopté, et à 
lui permettre d'énoncer conformément à ce nouveau système 
de numération, les nombres écrits en chiffres. 

Nous aurons, d'ailleurs, plus d'une occasion de reconnaître 
que la plupart des propriétés qui ont été découvertes sur les 
nombres, sont indépendantes du système de numération que 
l'on adopte. Quelques-unes semblent appartenir au système dé- 
cimal en particulier; mais leurs analogues n'en existent pas 
moins dans les autres systèmes. L'emploi des lettres de l'alpha- 
bet, pour représenter les nombres, est très-propre à faire ressortir 
la généralité de ces propriétés, en ce qu'elles sont applicables à tous 
les nombres, quel que soit le système de numération dans lequel ils 
sont énoncés ou exprimés. 

S II. Divisibilité des nombres. 

126. La propriété dont jouissent certains nombres d'être exacte- 
ment divisibles par d'autres , et la recherche des diviseurs d'un 
nombre , forment une des théories les plus importantes de l'arith- 
métique. Cette théorie repose sur une série de principes dont l'ex- 
position exige beaucoup d'ordre ; nous allons les développer succes- 
sivement. 

Définitions préliminaires. — On dit qu'un nombre entier est 
exactement divisible par un autre, lorsqu'il existe un troisième nom- 
bre entier qui, multiplié par le second, donne le premier. 

Tout nombre entier qui en divise exactement un autre , est ap- 
pelé facteur, diviseur, ou sous-multiple de ce nombre ; et celui-ci est 
dit multiple du premier. 

Tout nombre entier qui n'a d'autres diviseurs que lui-même et 
l'unité , est appelé nombre premier absolu, ou simplement nombre 
premier. 

Deux nombres entiers sont dits premiers entre eux lorsqu'ils ja'ont 
d'autre diviseur commun que l'unité ( qui est diviseur de tout nom- 
bre). 

Il résulte de là qu'un nombre premier qui ne divise pas exacte- 
ment un autre nombre entier , est premier avec cet autre, puisque 
alors ils ne peuvent avoir de diviseur commun que l'unité. 

Ces définitions ont déjà été établies au numéro 51. 

127. Premier principe. — Tout nombre entier V qui divise exacte- 
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nient l'un des facteurs du produit A X B, divise nécessairement le pro- 
duit; ou , ce qui revient au même , tout nombre entier qui en divise 
exactement un autre, divise nécessairement les multiples de cet autre 
nombre, ( Voyez n° 61 . ) 

En effet , soit Q le quotient supposé exact , de la division de 
A par P ; on a A = P X Qi d'où, multipliant les deux membres de 
cette égalité par le même nombre B, 

AXB = PXQXB=PXQB(n*26); 
on voit donc que P divise exactement le produit AB. 

1 28. Second principe . — Tout nombre entier P qui divise exactement 
un produit AB , et qui est premier avec l'un des deux facteurs, divise 
nécessairement Vautre facteur. 

Supposons , par exemple, que P, diviseur exact du produit AB, 
soit premier avec A, je dis que P doit diviser B. 

En effet , puisque A et P sont deux nombres premiers entre eux, 
il s'ensuit que, si on leur appliquait le procédé du commun diviseur 
(n* 52), on parviendrait , après un certain nombre d'opérations, à 
un dernier reste égal à 1 . 

Appelons R, R', R", R'". ... 1 , les restes successifs de cette 
série d'opérations (R', R", R"'. . . . s'énoncent Rp**", R**»**, 

RUerce). 

Cela posé, si, au lieu d'opérer sur A et P, on appliquait le procédé 
aux produits A X B , P X B , il est facile de voir que, dans cette 
nouvelle série d'opérations, on obtiendrait les mêmes quotients 
que dans la première; mais les restes seraient respectivement * 
R X B, R' X B,R" X B. . . , 1 X B. Par conséquent, comme le 
plus grand commun diviseur entre A et P est 1 , celui des produits 
A X B et P X B, est nécessairement 1 X B, ou B. 

D'un autre coté, il suit du troisième principe établi n° 51 , que 
fout nombre qui en divise deux autres, divise leur plus grand commun 
diviseur, puisque, en vertu de ce principe, il doit diviser le reste de 
chacune des divisions auxquelles donne lieu le procédé du n° 52. 
Or, P divise A X B par hypothèse ; il divise aussi évidemment P X B : 
donc il divise 1 X B ou B ; ce qu'il fallait démontrer. 

A. B. — Il est nécessaire de supposer que P est premier avec l'un 
des deux facteurs ; car, par exemple, 56 X 13 ou 840 est divisible 
par 40 et donne pour quotient SI , quoique aucun des nombres 56 et 
15 ne soit divisible par 40. Cela tient à ce que, 40 étant égal à 8 X 5, 
le premier facteur 8 se trouve dans 56 ou 7 X et le second facteur 5 
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8e trouve dans 1 5 ou 8 X * î donc 56X1» est égal à 7 X 8 X 5 X », 
ou 7 X « X 8 X », ou enfin, à 21 X 40. 

129. Troisième principe.— Tout nombre premier absolu V, qui divise 
exactement un produit A X B, doit diviser l'un des deux facteurs. 

En effet, supposons que P ne divise pas A , il est nécessairement 
premier avec A (n* 126); donc il doit diviser B (n° 128). 

De là résultent les conséquences suivantes : 

1 80. 1° Tout nombre premier absolu qui divise A*, et en général une 
puissance quelconque A m de A, doit diviser A. 

En effet, A' est la même chose que AXA. Or, tout nombre pre- 
mier qui divise ce produit , doit (n° 129) diviser l'un des facteurs. 
De même A 5 étant égal à A* X A, tout nombre premier qui divise A 5 
doit diviser A ou A $ ; et pour diviser ce dernier facteur, il doit di- 
viser A ; ainsi de suite. 

131.2° Tout nombre P, premier avec chacun des deux facteurs d'un 
produit A X B, est aussi premier avec ce produit 

En effet, un nombre premier absolu qui diviserait AB , devrait 
diviser A ou B ; ainsi P et A , ou bien P et B, ne seraient pas pre- 
miers entre eux ; ce qui serait contre la supposition. 

182. 8° Lorsqu'un nombre N a été formé par la multiplication de 
plusieurs autres. A, B, C, D.... , ce nombre ne peut avoir d'autres fac- 
teurs premiers que ceux qui entrent déjàdatis A, B, CD... 

En effet, tout nombre premier qui divise le produit ABCD et ne 
divise pas D, doit diviser ABC (n° 129) ; de même, tout nombre pre- 
mier qui divise ABC et ne divise pas C , doit diviser AB , et par 
conséquent A ou B. 

Ainsi, en d'autres termes, un nombre étant formé par la multipli- 
cation de plusieurs autres, on ne peut l'obtenir de nouveau en multi- 
pliant des nombres qui renfermeraient des facteurs premiers différents 
de ceux qui entrent dans les nombres déjà multipliés. 

138. Quatrième et dernier principe. — Tout nombre N, divisible 

par deux ou plusieurs nombres, a, b, c , premiers entre eux, est 

divisible par leur produit. 

En effet, puisque a divise N, on a R = aqr, q étant un nombre 
entier; mais, par hypothèse, 6 divise aussi N ; donc 6 divise aq; 
et comme a, b, sont supposés premiers entre eux, il faut (n° 128/ 
que 6 divise exactement q, et l'on a q = bq'; d'on Ton déduif 
N mz a X bq = ab X <f. Ainsi N est divisible par ab. 

Pareillement, c divisant N, doit diviser ab X q; d'ailleurs, 
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cest premier avec a, b, et par conséquent avec ab (n # 131). 
Donc, c doit diviser q' , et l'on a q' c?"; d'où l'on tire 
N *=a& X co"=a6c X 7"; ce qui prouve que N est divisible par abc; 
et ainsi de suite. 

134. Conséquence. — Si a, 6, c. . . , étant des nombres premiers 
entre eux, chacun entre comme facteur dans N un certain nombre 
de fois exprimé par n, p, q. . . , le nombre N est divisible exacte- 
ment par a n bPcV. . . , et par tous les nombres qu'on peut obtenir 
en multipliant deux à deux, trois à trois , etc., les diverses puis- 
sances de a, b, c. . . , comprises depuis la première jusqu'à celle 
dont le degré est marqué par n pour a, par p pour 6, par q 
pour c... 

En effet, o, 6, c. . . , étant des nombres premiers entre eux, il 
en est de même de a n , bP, c«... ; donc (n° 133) leurs produits deux 
à deux, trois à trois..., doivent être aussi des diviseurs exacts de N. 

Ce principe sert de base à la recherche des diviseurs d'un nombre, 
tant simples que composés, question dont nous nous occuperons 
bientôt. 

185. Caractères de divisibilité d'un nombre rmr d'autres. 

Il existe des signes auxquels on peut souvent reconnaître qu'un 
nombre est ou n'est pas divisible par d'autres nombres ; ce qui est 
utile dans la pratique. 

Les raisonnements dans lesquels nous serons entraînés pour éta- 
blir ces caractères, reposent sur le principe suivant : 

Soit un nombre A décomposé en deux parties B et C, en sorte 
qu'onaitA=»B + C....(l). 

1° Si un quatrième notnbre D divise exactement les deuxparties B etC, 
il divise aussi leur somme A. (Voyez n° Kl.) 

2° Si le nombre D divise l'une des parties B, sans diviser Vautre C, il 
ne divise pas non plus A; et le reste de la division de A par Best égal 
à celui que donne la division de C par D. 

La première partie de ce principe est facile à démontrer. En 
eflet , divisons par D les deux nombres de l'égalité (1); il vient 

Ê = 5+ï W * 

• 

Or, les deux termes du second membre sont des nombres entiers, 
puisque B et C sont, par hypothèse, divisibles par D ; donc le pre- 
mier membre doit aussi être un nombre entier', autrement on aurait 
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im nombre fractionnaire égal à nn nombre entier, ce qui serait 
absurde. Ainsi A est divisible par D. 

Quant à la seconde partie, il est clair, d'après l'égalité (2), que 
si, B étant divisible parD, C ne l'était pas, A ne le serait pas non 
plus ; car autrement, il en résulterait encore un nombre entier égal 
à un nombre fractionnaire. Mais il s'agit actuellement de prouver 
que le reste de la division de A par D est égal au reste de la division 
de C parV. 

Pour cela , observons que , B étant divisible par D, on a B=DQ 
(Q est un nombre entier); C n'étant pas divisible par D, on 
aC=DQ'+R. 

DoncB+Cou A = DQ + DQ'+R=D (Q + Q') + R (n* 112). 

D'où l'on voit que A divisé par D, donne pour quotient Q + Q\ 
et pour reste R, qui n'est d'ailleurs autre chose que le reste de la 
division de C par D ; ce qu'il fallait démontrer (*). 

Passons actuellement au développement des différents caractères 
de divisibilité. 

136. Propriétés des nombres 2 et 5, 4 et 25, 8 et 125.... 

1" Tout nombre terminé par l'un des chiffres, 0, 2, 4, 6, 8, est di- 

En effet, ce nombre peut être décomposé en deux parties, savoir: 
la partie à gauche des unités simples, considérée avec sa valeur re- 
lative, et le chiffre des unités simples. (Par exemple, 88576 revient 
à 38570+6.) Or, la permière partie étant terminée par un 0, est 
multiple de 10; 10 est d'ailleurs divisible par 2, puisque l'on a 
10 = 2X8; donc aussi cette première partie est divisible par 2. 
Mais un quelconque des chiffres 0, 2, 4, 6, 8, est divisible par 2 ; 
ainsi (n° 135) le nombre total est divisible par 2. 

Si le nombre est terminé par l'un des chiffres 1 , 3, 5, 7, 9, il n'est 
pas divisible par 2 , puisque l'une de ses parties est divisible , et 
que l'autre ne l'est pas. 

Al, B. — Tout nombre divisible par 2 , ou terminé par l'un des 
chiffres 0, 2, 4, 6, 8, est dit un nombre pair. Les autres sont des 
nombres impairs. 

Tous les nombres pairs sont compris dans la formule 2», n étant 
un nombre entier quelconque, et les nombres impairs dans la for- 
mule (2n+l). 

(*) Toutet les propositions établies depuis le n» 12? jusqu'au n» 135 inclusivement sont 
vraie* dans tous les systèmes de numération. 
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2° Tout nombre terminé par un 0 ou un 5 est divisible par 5. — 
Même démonstration que pour le diviseur 2. 

Si le dernier chiffre est différent de 0 ou de 5 , le nombre n'est 
pas"divisible par 5; et le reste de la division de te nombre par 8, est 
égal au reste de la division du dernier chiffre par 5 (n° 183) ; c'est-à- 
dire que le reste est le chiffre lui-même , si celui-ci est moindre 
que 6 ; et dans le ças contraire, le reste est l'excès de ce chiffre 
sur 5. 

Ainsi 1327 divisé par 5 donne pour reste 2, qui est égal au reste 
de la division de 7 par 5, ou à l'excès de 7 sur 5. 

De même, 34789 et 71436 donnent respeclivement pour restes A 
etl. 

8° Tout nombre est ou n'est pas divisible par A ou par 25 , suivant 
que le nombre exprimé par les deux derniers chiffres est ou n'est pas 
divisible par A ou par 25. 

En effet, ce nombre peut se décomposer en deux parties : la par- 
tie à gauche des dizaines, considérée avec sa valeur relative, et la 
collection des dizaines et unités. (Par exemple, 3548 et 27875 re- 
viennent à 3500+48 et 27800 + 75.) Or, la première partie étant 
terminée par deux zéros, est multiple de 100 ; 100 est divisible 
par 4 ou par 25, puisque 100 = 25 X 4; donc cette première 
partie est aussi divisible par 4 ou par 25 ; mais la seconde partie 
est elle-même, par hypothèse, divisible par 4 ou par 25 ; donc le 
nombre total est divisible par 4 ou par 25. 

Ainsi 3548 est divisible par 4, parce que 48 est un multiple de 4; 
27875 est divisible par 25, parce que 75 est un multiple de 25. 

Mais 18758 n'est pas divisible par 4 et donne le reste 2, c'est-à- 
dire le même que celui de la division de 58 par 4. 

25669 n'est pas divisible par 25 et donne pour reste 9, ou le reste 
de la division de 59 par 25. 

N. B— Pour le nombre 25, il n'y a évidemment que les nombres 
terminés par 00, 25, 50, ou 75, qui soient divisibles par 25. 

4° Tout nombre est ou n y est pas divisible par S ou par 125, suivant 
que le nombre exprimé par les trois derniers chiffres est ou nest pas 
divisible par 8 ou par 125. 

Nous ne développerons pas la démonstration, parce qu'elle est 
analogue aux précédentes. Il nous suffit d'observer qu'elle est fondée 
sur ce que 1000= 125 X 8. D'ailleurs, cette propriété n'est guère 
en usage. 
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f87. Propriétés des nombres 8 et 9. — Tout nombre dont la somme 
des chiffres, considérés avec leur ''valeur absolue , est divisible par 3 ou 
par 9, est lui-même divisible par S ou par 9. 

Remarquons d'abord que, si d'une puissanec quelconque de 10, 
ou >de l'unité suivie d'un nombre quelconque de zéros , on re- 
tranche 1, le résultat est divisible par 9 ; car ce résultat se compose 
d'autant de chiffres 9 écrits les uns à la suite des autres, qu'il y avait 
de zéros. Or, la valeur absolue de chaque chiffre 9 est divisible, 
soit par 3, soit par 9 ; donc il en est de même de sa valeur relative, 
qui est un multiple de la valeur absolue. Ainsi, le résultat est aussi 
divisible par S ou par 9. 

Cela posé, pour généraliser davantage nos raisonnements, nous ap- 
pellerons N le nombre proposé, et nous désignerons par a, b, c, d..., 
les chiffres de ses unités, dizaines, centaines, mille,... en sorte que 
l'on aura N=gfdcba, ou plutôt, en vertu du principe fondamental 
de la numération décimale, 

N=a+ 106+10 2 c+10 3 c+lM+... 

Or, cette égalité peut être mise sous la forme 

n— I +(10-i)6+(i0 2 -l)c+(10 3 -i)rf+(10*-i)/ , +. . . 
!+« +o +c +<* +f +... 

[Par exemple, 10 3 . rf= 10 3 . d — d + d = (10» — 1) d-\- d.] 

Or , d'après ce qui vient d'être dit , 10 — 1 , 10 2 — 1 , 10* — 1 , 
et en général, 10" — 1 , étant divisible par S ou par 9, la première 
ligne horizontale se compose d'une suite de nombres multiples de 3 
ou de 9 ; ainsi , celte première partie du nombre N est elle-même 
divisible par 3 ou par 9. Donc, si la seconde partie, qui n'est autre 
chose que la somme des chiffres du nombre proposé, considérés avec 
leur valeur absolue, si cette seconde partie, dis-je, est divisible 
par 3 ou par 9 , le nombre total est lui-même divisible par S ou 
par 9. — C. Q.F. D. 

188. Pour obtenir le reste de la division d'un nombre quelcon- 
que, par 9 ou par 8, il suffit de faire la somme des chiffres considérés 
avec leur valeur absolue, et de diviser cette somme par 9 ou par 3. Si 
cette division ne donne pas de reste, le nombre total est divisible 
par 9 ou par 8 ; mais si l'on obtient un reste , il est le même que 
celui qu'on obtiendrait en divisant le nombre total par 9 ou para. 

C'est une conséquence du principe établi n° 135. 

ARITHMETIQUE. 11 
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1 39. Propriété du nombre 11.— Tout nombre est divisible par 1 1 
lorsque la différence entre la somme des chiffres de rang impair, à par- 
tir de la droite, et la somme des chiffres de rang pair, est 0 ou un 
multiple de ii. 

Avant de démontrer cette propriété, il est nécessaire de remarquer 
1° Que toute puissance d'un degré pair, de 10, diminuée d'une unité, 
donne un résultat 'divisible par 1 1 . 

En effet , ce résultat est nécessairement composé d'une suite de 
chiffres 9 en nombre pair, écrits à la suite les uns des autres; 
or, chaque tranche de deux chiffres, considérée seule, forme 
99 ou 9 X 11 ■> et est P ar conséquent divisible par 1 1 ; donc la valeur 
relative de chaque tranche, qui est un multiple de la valeur absolue, 
est elle-même divisible par 11. Donc, en général , 10 Sn — 1 est di- 
visible par 11 ( 2n exprimant , comme nous l'avons déjà dit , un 
nombre pair). 

2° Que toute puissance d'un degré impair de 10, augmentée d'une 
unité, donne un résultat divisible par 1 1 . 

En effet , une puissance d'un degré impair quelconque de 10 , 
peut être exprimée par 10 2 »-*- 1 (n° 186). Or, on a 

10 2n-i-i 10 zn ^ io {voyez n° 1 12) ; 

ou bien encore, 

10 2 «+i = 10 2 » X 10 — lO + iO^tlO*» — 1) 10+10; 

ajoutant 1 aux deux membres, on en conclut 

l^ 1 +1 =(10 î «— 1) 10+ 11. 

Mais 10 2n — 1 est divisible par 1 1 , d'après la première remarque; 
11 est d'ailleurs divisible par lui-même; donc 10 2n + l + 1 est aussi 
divisible par 11. 

Cela posé, soit N — . . . hgfdcba le nombre proposé, On a, d'après 
le principe fondamental de là numération décimale, 

N = a+ 10 6 + 10 2 d+10 3 c + l0 4 /'+10 5 flf+. . . , 

égalité qu'on peut mettre sous la forme 

N _ ( +(!0+l)6 + (10 2 -l)c + (103+l)d+(10 4 -l)/+. . . 
( +a -6 +c -d +/" — . . . 

Or, d'après les deux remarques précédentes, la première ligne se 
compose de nombres essentiellement divisibles par 1 1 , et forme par 
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conséquent une première partie qui est elle-même divisible par 1 1 . 
Donc, si la seconde partie, qui n'est autre chose que la différence 
entre la somme a-{-c-\~ f-\-h-{-. . . des chiffres de rang impair, et la 
somme 6-(- d-{-g +. . . des chiffres de rang pair, est divisible par 1 i , 
comme on l'a supposé, le nombre total N est aussi divisible par 11. 
— C. Q. F. D. 

140. Lorsque la différence entre la somme des chiffres de rang 
impair et la somme des chiffres de rang pair, n'est pas 0 ou un mul- 
tiple de 11 , le nombre total n'est pas divisible par 1 1 , puisque l'une 
de ses parties est divisible et que l'autre ne l'est pas. Mais alors il y 
a deux cas à considérer relativement à la manière d'obtenir le reste 
de la division : 

1° Si la somme des chiffres de rang impair est plus grande que la 
somme des chiffres de rang pair, la différence devra être ajoutée à la 
première ligne horizontale de la valeur de N. Désignant donc cette 
première ligne par B, et la différence à ajouter par C, on aura N = 
B + C ; et si C n'est pas divisible par 1 1 , le reste de la division de N 
par 1 1 est celui qu'on obtiendrait en divisant C par 11 (n° 185). 

2° Si, au contraire , la somme des chiffres de rang pair est plus 
grande que celle des chiffres de rang impair, la différence devra être 
soustraite de la première ligne, et l'on aura N =B — C ; C désignant 
toujours la valeur numérique de la différence. 

Or, B étant multiple de 1 1 , et C renfermant lui-même, en géné- 
ral , un certain multiple de 1 1 plus un reste R moindre que 11, il 
'ensuit que PI ou B — C peut être mis sous la forme 

N = ll Xm-R, 

ou bien , N = 11 (m— 1) + il— R. 

D'où l'on voit que, dans ce cas, le reste de la division de N par 11 est 
égal, non pas au reste de la division de C par 1 1 , mais au résultat 
qu'on obtient en retrancluint R de 11. 

Soit , pour fixer les idées , le nombre 47356708. En faisant la 
somme des chiffres de rang impair, à partir de la droite, on trouve 27 ; 
faisant de même la somme des chiffres de rang pair, on obtient 13. 
Or, la première somme est plus grande que la seconde. Donc, si l'on 
prend la différence, ce qui donne 14, le reste S, de cette différence 
divisée par 1 1 , sera égal à celui de la division du nombre total ; ce 
qu'on peut vérifier aisément , en effectuant cette dernière division 
comme à l'ordinaire. 
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Mais si Ton avait le nombre 870546345 , puisque la somme des 
chiffres de rang impair est 15, et que celle des chiffres de rang pair 
est 22 > 15, il s'ensuit que, si Ton prend la différence entre ces 
deux sommes , ce qui donne 7 , le reste de la division du nombre 
total par 1 1 , n'est pas 7 , mais bien 11 — 7 , ou 4 , comme on peut 
s'en assurer. 

141. Preuves par 9 et par 1 1 de la multiplication et de la division. — 
Nous ne pouvons passer sous silence un moyen simple et très-com- 
mode de vérifier la multiplication et la division des nombres entiers. 
En voici l'énoncé : 

Faites successivement la somme des chiffres du multiplicande et la 
somme des chiffres du multiplicateur, en ayant soin d'ôter, au fur et à 
mesure, tous les 9 que ces deux sommes renferment; vous obtenez ainsi 
deux restes qui (n° 138) ne sont autre chose que les restes de la 
division des deuxTacteurs par 9. 

Multipliez ces deux restes l'un par Cautre , et cherchez de la même 
manière le reste de la division de leur produit par 9. 

Enfin, faites la somme des chiffres du produit obtenu, en étant tous 
les 9 qui se trouvent dans cette somme; vous obtenez un nouveau reste 
qui doit être égal au précédent pour que l'opération soit exacte. 

Soit, par exemple, à multiplier l'un par g i ^ 

l'autre les deux nombres 5786 et 475 ; la "712 
multiplication étant effectuée d'après le 28930 
procédé connu, on fait la somme des chif- 
fres du multiplicande, en ôtant les 9 au fur 
et à mesure ; ainsi l'on dit, en commençant *~ 1 * 



par la gauche : 2748350 
5 et 7 font 12; de 12 ôtez 9, il reste 3; 3 et 8 font 11 ; de 11 
ôtez 9 , il reste 2 ; enfin , 2 et 6 font 8 ; c'est le reste de la division 
du multiplicande par 9, et on l'écrit à part. 

On opère de la même manière sur le multiplicateur; ce qui 
donne pour reste 7 , que l'on écrit au-dessous de 8, comme on le 
voit ci-dessus. 

On multiplie 8 par 7 ; il vient 56 et l'on dit : 5 et 6 font 1 1 ; ôtez 
9, il reste 2 qu'on place à la droite de 8. Enfin, l'on opère sur le 
produit total comme sur les deux facteurs ; ce qui donne le nouveau 
reste 2 qui doit être égal au précédent pour que l'opération soit 
exacte. 

Pour rendre raison de la preuve par 9 d'une manière générale, 
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désignons par A et B les deux facteurs proposés, par Q, Q , R el R', 
les quotients et les restes de la division du multiplicande et du mul- 
tiplicateur par 9 ; on a les égalités suivantes : 

A = 9XQ + R, 
B = 9XQ' + R'. 

Multipliant membre à membre ces deux égalités, on obtient 

(if 112) . . . AB=9» . QQ+9 . Q'R+9 . QR'+RR'. 

Or, les trois premiers termes du second membre de cette nouvelle 
égalité sont évidemment des multiples de 9 ; donc ( n° 1 85 ) le reste 
de la division du produit AB par 9 doit être égal à celui que donne 
le produit RR' divisé par 9 ; ce qu'il fallait démontrer. 

Si l'un des deux facteurs de la multiplication est divisible par 9, 
le produit doit l'être également ; alors R ou R' est nul. Il en est de 
même si le produit RR' est multiple de 9. 

Quant à la preuve de la division, il peut arriver deux cas : ou, en 
effectuant la division d'après le procédé connu , l'on n'obtient pas 
de reste, ou bien l'on en obtient un. 

1° S'il n'y a pas de reste, le dividende est censé le produit 
exact du diviseur par le quotient obtenu ; et dans ce cas , on peut 
appliquer la règle précédente , en regardant le diviseur et le quo- 
tient comme les deux facteurs d'une multiplication, et le dividende 
comme le produit. 

1° Si l'on obtient un reste, comme, en appelant N le divi- 
dende total, D le diviseur, Q le quotient, et R le reste, on a l'égalité 

N = DQ+R, 

il s'ensuit que le reste de la division de N par 9 doit être égal à la 
somme du reste de la division de DQ par 9, et du reste de la division 
de R par 9 ( somme qu'il faut toutefois diminuer de 9 si elle est plus 
grande que ce dernier nombre). 

iY. B. — Toutes les fois qu'on fait usage de la preuve par 9, et que 
le reste trouvé au produit total n'est pas égal au 8° reste , on peut 
conclure que la multiplication n'a pas été faite exactement ; mais si 
le reste du produit est égal au 8 e , il est présumable que l'opération 
est juste ; cependant , on ne saurait l'affirmer , pour deux raisons 
principales : la première, parce qu'on a pu écrire, soit dans les pro- • 
duits partiels , soit dans le produit total , des zéros pour des 9 , et 
d'après la nature de la preuve . on ne pourrait s'apercevoir de l'er- 
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reur ; la seconde, parce que deux chiffres, soit des produits partiels, 
soit du produit total, peuvent être, l'un trop fort, l'autre trop faible 
du même nombre d'unités; ce qui ferait compensation dans l'addi- 
tion des chiffres du produit ; ainsi encore l'on ne s'apercevrait pas 
de l'erreur. 

Cette preuve, quoique très-commode dans la pratique, n'est donc 
pas rigoureuse ; et l'on ne doit la regarder, lorsqu'elle réussit, que 
comme une demi-preuve , que l'on emploie seulement lorsqu'on est 
pressé par le temps ; mais quand elle ne réussit pas, on est toujours 
sûr que l'opération est fausse. 

La preuve par 1 1 , qui ne diffère de la preuve par 9 que dans la 
manière d'obtenir le reste de la division d'un nombre par 11 { voyez 
n° 140), est préférable, quoique étant ellei-même sujette à quelques 
erreurs ; mais ces erreurs doivent se présenter beaucoup plus rare- 
ment. 

Du reste, ces preuves sont susceptibles d'être appliquées également 
à la multiplication et à la division des fractions décimales, puisque 
ces opérations s'effectuent à la manière de celles des nombres entiers. 

142. Il existe également des caractères auxquels on peut recon- 
naître qu'Un nombre est divisible par les nombres premiers 7,13, 
17 . . . ; mais les règles qu'il faut suivre sont, dans la pratique, 
beaucoup plus longues que l'opération qui consiste à essayer direc- 
tement la division du nombre par 7, 18:.. Ces questions, de pure 
curiosité, exigent d'ailleurs d'autres notions algébriques que celles 
dont nous avons fait usage jusqu'à présent. 

Nous engageons seulement les élèves à s'exercer sur la question 
suivante : Quels sont, dans un système de numération quelconque dont 
la base est B, les deux nombres qui jouissent de propriétés analogues à 
celles de 9 et de 11 [onze) dans le système décimal; et démontrer ces 
propriétés ? On y parviendra facilement en se rappelant que , dans 
tout système de numération , une puissance quelconque de la base 
est exprimée par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a d'unités 
dans le degré de la puissance, c'est-à-dire par 10", n étant ce degré. 

143* Quant aux caractères de divisibilité d'un nombre par les mul- 
tiples 6, 12, 15, 18, 36, 45, des nombres premiers 2, 3 et S, ils sont 
assez simples pour trouver place ici. 

1° Un nombre est divisible par 6 ou oar 18 lorsque, ce nombre étant 
pair, la somme de ses chiffres, considérés dans leur valeur absolue, 
est divisible par 3 ou par 9. 
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Car ce nombre est alors divisible par 2, et par 3 ou par 9 ; or, 2 
et 3, ou 2 et 9, sont premiers entre eux ; donc (n° 133) le nombre 
est divisible par 6 ou par 1 8. 

2° Un nombre est divisible par 12 ou par 30 lorsque les deux der- 
niers chiffres , considérés dans leur valeur relative , formant un 
nombre multiple de A, la somme des chiffres est, en outre, divisible 
par 3 ou par 9. Car alors, le nombre est divisible par 4, et par 3 ou 
par .9 ; donc il est divisible par 4 X 3 ou par 4 X 9, c'est-à-dire 
par 12 ou par 36. 

8° Enfin , un nombre est divisible par 15 ou par A l 6 , lorsque , le 
dernier chiffre étant un 0 ou un 5, la somme des chiffres est divi- 
sible par 8 ou par 9 ; car alors le nombre est divisible par 5, et par 8 
ou par 9, et par conséquent par 15 ou par 45. 

Passons actuellement à la recherche de tous les diviseurs d'un 
nombre, tant simples que composés. Comme cette question est 
d'une très-grande importance, nous allons l'exposer d'une manière 
complète et générale. 

144. Soit N un nombre dont il faut trouve» tous les diviseurs 

TANT SIMPLES QUE COMPOSES. 

Désignons par o le plus petit nombre premier, à partir de 2, qui 
divise N, et effectuons la division de N para autant de fois succes- 
sives qu'il est possible ; soit n le nombre de fois que la division a pu 
s'effectuer, en sorte qu'on ait N = a" X N', N ne renfermant plus 
le facteur a. Puisque tout nombre premier différent de a, qui divise N, 
doit (n° 129) diviser N' , il s'ensuit que la recherche des facteurs 
premiers de N, autres que a, est ramenée à celle des facteurs pre- 
miers de N', nombre plus simple que N. 

Désignons de même par 6 le plus petit nombre premier qui divise N', 
et parp le nombre de fois que ce facteur y entre ; on aura N'=6*XN", 
d'où l'on déduit N =a» 6* X N", N" ne renfermant plus les facteurs 
premiers a et 6. 

Désignons encore par c le plus petit nombre premier qui di- 
vise N", et par q le nombre de fois que ce facteur y entre ; on trou- 
vera N"= c? X N'", et par conséquent N — a"6^ X N'". 

En continuant cette série d'opérations , on obtiendra bientôt un 
quotient qui sera un nombre premier ou une certaine puissance 
« d'un nombre premier (circonstance qui se reconnaît à ce qu'en pre- 
nant ce nombre premier pour diviseur, autant de fois successives 
qu'il est possible, on finit par trouver un quotient égal à l'unité). 
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Supposons, pour fixer les idées, que N'" soit égal à d r , d étant un 
nombre premier; on aura alors N=a n 6^c^ r , a, 6, c, d, représen- 
tant (n° 132) les seuls facteurs premiers que puisse renfermer N. 

Le nombre N est dit alors décomposé en ses facteurs simples. 

Si Ton veut ensuite former les diviseurs composés , il faudra 
(n° 184) déterminer tous les produits qu'on peut obtenir en multi- 
pliant deux à deux, trois à trois, etc...., les puissancesde ces facteurs 
premiers, comprises depuis la première jusqu'à la puissance n téme 
pour a, p time pour 6, q ,éme pour c. . . 

Pour être sûr d'obtenir tous les diviseurs, il est convenable de 
suivre un certain ordre; et pour cela, on forme les deux tableaux 
suivants : 

Soit proposé le nombre 5880. # 

Premier tableau. — Recherche des diviseurs simples. 



5880 


2 


2940 


2 


1470 


2 


735 


3 


245 


5 


49 


7 


7 


7 



Après avoir tracé à droite de 5880 une barre verticale, on écrit 2 
qui est le plus petit diviseur de 5880, à côté de la barre, et sur la 
même ligne que 5880 ; puis on effectue la division, et l'on place le 
quotient 2940 au-dessous de 5880. 

2940 étant encore divisible par 2, on écrit ce nouveau diviseu* 
au-dessous du précédent, et le nouveau quotient 1470 au-dessous 
de 2940. 

1470 étant encore divisible par 2, on place ce nouveau diviseur 
au-dessous du précédent, et le nouveau quotient 785 au-dessous 
de 1470. 

Le quotient 735 n'est plus divisible par 2, mais il l'est par 3, nom- 
bre premier le plus simple après 2. On écrit 3 au-dessous du dernier 
diviseur2, puis ondivise 785 parS, ce qui donne pour quotient 245, 
qu'on place au-dessous de 735. 

245 n'est plus divisible par 3, mais il l'est par 5, que l'on écrit 
au-dessous du diviseur 8 ; et l'on a pour nouveau quotient 49, qu'on 
place au-dessous de 245. 
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49 n est plus divisible par 5, mais il l'est par 7, qu'on écrit souk le 
Jiviseur 5. Le quotient de 49 par 7 est 7 , qu'on place au-dessous de 49 . 

Enfin, 7 étant un nombre premier, on l'écrit de nouveau comme 
diviseur, dans la colonne à droite ; et l'opération est terminée. 

On obtient alors , pour le résultat de toutes ces opérations , 

5880 = ^X3X5X7»; 
et le nombre se trouve ainsi décomposé en ses facteurs simples. 

Second tableau. — Formation de tous les diviseurs, tant simples 
que composés. (Foyez le tableau ci-dessous.) 

Pour obtenir tous ces diviseurs, on écrit d'abord sur une même 
ligne horizontale les quatre nombres 1 , 2 , 4 , 8 , qui sont évidem- 
ment diviseurs de 5880, puisque 1 est diviseur de tout nombre, et 
que, d'après la décomposition opérée ci-dessus , 5880 a pour fac- 
teurs 2 1 , 2 9 , 2 5 . 

Cela posé, on multiplie tous les termes de cette première ligne 
par le facteur 3, et l'on obtient une nouvelle ligne de diviseurs, 
3, 6, 12, 24, qu'on place respectivement au-dessous des précédents. 

Passant au facteur 5, on multiplie tous les termes des deux lignes 
précédentes par ce facteur, et l'on obtient deux nouvelles lignes de 
diviseurs, 5, 10. . , 15, 30. . . 

Passant au facteur 7, qui entre deux fois dans le nombre proposé, 
on multiplie d'abord tous les termes des quatre lignes précédentes, 
par ce facteur, ce qui donne quatre nouvelles lignes de diviseurs, 
puis tous les termes de ces quatre dernières lignes , par le même 
facteur 7, ce qui donne encore quatre nouvelles lignes de diviseurs. 

On a donc, en tout, 12 lignes de 4 nombres chacune, ou 48 nom- 
bres qui sont autant de diviseurs de 5880. 



1, 


% 


4, 


8 = 2 3 


8, 


6, 


12, 


24 =2 3 X3 


s, 


10, 


20, 


40 


15, 


30, 


60, 


120 = 2 S X 3 X 8 


7, 


14, 


28, 


56 


21, 


42, 


84, 


168 


35, 


70, 


140, 


280 


105, 


210, 


420, 


840 = 2 5 X3X3X7 


49, 


98, 


196, 


392 


147, 


294, 


588, 


1176 


245, 


490, 


980, 


1960 


735, 


1470, 


2940, 


5880 = 2 5 X 3 X 5 X • * 
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Il est d'ailleurs facile de voir l°que tous les produits obtenus dans 
cette opération sont des diviseurs du nombre proposé (cela résulte 
de l'expression 5880 =2\ 8. S. 7*) ; 2° que ce nombre ne saurait en 
avoir d'autres. (Voyez n° 182.) 

N. B. — Dans la pratique , il convient , pour la formation du 
second tableau , d'écrire sur la première colonne horizontale , les 
puissances du facteur premier qui entre le plus de fois dans le nom- 
bre proposé; l'ordre des autres facteurs est ensuite tout à fait 
indifférent. 

Nous proposerons pour exercice, de trouver tous les diviseurs des 
nombres 

1764, 1665, 5670, 30527, 

que l'on reconnaîtra respectivement égaux à 

2 9 .3».7», 3*. 5. 37, 2.â\5.7, 7 5 .89. 

145* Dès qu'on a opéré la décomposition d'un nombre en ses 
facteurs simples, on peut aisément obtenir l'expression du nombre 
total des diviseurs que renferme le nombre proposé, sans être obligé 
de former le second tableau. 

Reprenons en effet l'expression générale 

et considérons la première ligne de diviseurs 

l,a\a*, o 5 , a", 

dont le nombre est exprimé par ( n -\- 1 ). 

En multipliant tous les nombres de cette première ligne, succes- 
sivement, par les termes 6 1 , 6*, 6 5 , . . . hP, qui sont en nombre/), on 
forme un nombre p de nouvelles lignes de diviseurs de ( n -f- 1 ) 
termes chacune , ou ( n -f- 1 ) X P diviseurs , auxquels il faut 
ajouter les (n + 1 ) diviseurs de la première ligne , ce qui 
donne (n -f- 1 )p + [n + 1 ) , ou (n + 1 ) (p + 1 ) . [Tous ces diviseurs sont 
des puissances de a et de 6 prises isolément ou combinées deux à 
deux.] 

Multipliant maintenant tous les termes de ces différentes lignes de 
diviseurs, successivement, par les termes c 1 , c s , c 8 , . . . cft, qui sont 
en nombre <y, nous obtiendrons un nombre de nouvelles lignes de 
diviseurs, exprimé par (w + l)(p + l)X?> auquel il faudra ajouter 
le nombre (n-\- 1) (p+ 1) des diviseurs formés précédemment. 

Ainsi, le nombre total des diviseurs déjà obtenus est exprimé par 
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{n + i)(p + i)X74-(«-hl)(p+l),ou(/i + ln/>+l)(7 + 0; 
et ainsi de suite. 

D'où l'on déduit cette règle : augmentez d'une unité chacun des 
exposants n, p, q, des différants facteurs premiers qui entrent dans N, 
puis multipliez. entre eux ces exposants ainsi augmentés d'une unité; 
le produit exprime le nombre total des diviseurs de N , y compris 
l'unité et le nombre lui-même, qui doivent l'un et l'autre entrer en 
ligne de compte. 

Dans l'exemple traité ci-dessus , comme on a trouvé 

8880 = 2 5 X3'X5'X 7 S , 

on doit avoir (3 + 1 )(1 + 1 ) (1 + 1 ) (2 +- 1 ), ou 4 . 2 . 2 . 3, 
ou 48, pour le nombre total des diviseurs ; c'est en effet ce qui ré- 
sulte de la formation du second tableau. 

146. Remarque. — Il arrive quelquefois qu'en essayant la divi- 
sion d'un nombre N par les facteurs premiers 2,8,5,7..., 
on n'en trouve aucun qui le divise exactement. Or , lorsqu'on a 
poussé l'épreuve jusqu* à la partie entière de la racine carrée de N 
(voyez le numéro 108, 7°) sans trouver aucun diviseur exact, il est 
inutile d'essayer de nouveaux diviseurs, et l'on peut assurer que N est 
un nombre premier. 

Ainsi, 78 est un nombre premier ; car la racine carrée de 78 est 
comprise entre 8 et 9, et aucun nombre entier, jusqu'à 8 inclusive- 
ment, ne divise exactement 78. 

Pour démontrer cette proposition , soient deux nombres A et B, 
dont le produit est égal à N; et désignons par R la racine carrée 
de N. 

On a A X B = R X R« 

Or, pour que cette égalité subsiste , il faut évidemment que , si 
l'on a A > R, on ait par compensation, B < R ; ce qui prouve qu'il 
ne peut exister un diviseur de N, plus grand que R, par cela seul 
qu'il n'y en a pas de plus petit. Ainsi le nombre est premier. 

Les jeunes gens qui savent déjà extraire des racines carrées 
reconnaîtront sans peine, d'après la remarque précédente, que 
118, 719, 977 , 8329, 8123 . . . . , sont des nombres premiers (*). 

* 

(*) ceux auquels cette opération no serait pas familière pcuveul se borner i la règle 
suivante : 

Lorsque après avoir essaye successivement, sans aucun succès, tes nombres pre 
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147. Formation d'une table des nombres premiers. 

Soit proposé, par exemple, de former une table de tous les nom- 
bres premiers depuis 1 jusqu'à 1000. 

En concevant les 1000 premiers nombres écrits à la suite les uns 
des autres, on commence par supprimer 1° tous les nombres 
pairs , autres que 2 ; 2° tous les nombres multiples de 3 , autres 
que 8 (n° 137); 3° tous les nombres terminés par un 5, autres 
que 5 (n° 136). 

Ces premières suppressions opérées , on peut déjà affirmer que 
tous les nombres, compris depuis 1 jusqu'à 7 X 7 ou 49, et qui 
n'ont pas été effacés, sont des nombres premiers (puisque le plus 
petit multiple de 7 restant, ne peut être que 7X7). 

Ainsi , tous les nombres premiers depuis 1 jusqu'à 47 inclusive- 
ment, sont déjà connus. 

Maintenant, si l'on efface tous les multiples de 7 à partir de 49, 
on peut affirmer que les nombres non supprimés , jusqu'à 1 1 X 1 1 
ou 121 exclusivement, sont des nombres premiers ( puisque tous les 
multiples de 11 inférieurs à celui-là ont dû disparaître). 

Donc tous les nombres premiers depuis 1 jusqu'à 113 sont con- 
nus. 

Effaçant de nouveau tous les multiples de 1 1 , à partir de 11X11, 
on pourra conclure que tous les nombres non effacés et compris de- 
puis 113 jusqu'à 167, nombre premier immédiatement inférieur à 
169 ou 13 X 18, sont des nombres premiers; et ainsi de suite. On 
voit avec quelle promptitude on peut former une table de nombres 
premiers assez étendue (*). 

148. Réduction des fractions au même dénominateur. — La règle 
générale établie, n° 47, pour réduire deux ou plusieurs fractions au 
même dénominateur, conduit ordinairement à des fractions dont 
les termes sont très-grands. Cependant, lorsque les dénominateurs 
primitifs renferment des facteurs communs, il est possible d'obtenir 
un nombre beaucoup plus petit que leur produit, qui serve ensuite 
de dénominateur commun à toutes les fractions. C'est donc une 
question importante à traiter , pour la simplicité des calculs , que 
celle qui consiste à déterminer le plus petit multiple commun aux dé- 
nominateur* de deux ou de plusieurs fractions. 

tniersï, 3, 5,7...., on parvient à un quotient moindre que le dernier diviseur essayé , 
on peut affirmer que te nombre est premier. 
I*) cette inOlhvue eu connue sous le nom de Crible <f éiutostiii£ne. 
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• 

Or , voici la règle qu'il faut suivre pour obtenir ce nombre : 
Décomposez, d'après la règle n° 144, les différents dénominateurs dans 
leurs facteurs premiers; formez ensuite le produit de tous ces facteurs 
premiers élevés respectivement à la plus haute de* puissances auxquelles 
ces facteurs se trouvent élevés dans les différents dénominateurs. Le 
produit ainsi formé est le nombre demandé. 

D'abord, ce nombre est multiple de chaque dénominateur, puis- 
qu'il contient tous les facteurs premiers à une puissance au moins 
égale à celle qui entre dans ce dénominateur. Je dis, en outre, que 
c'est le plus petit multiple commun à tous; car, pour contenir exac- 
tement un dénominateur quelconque, il faut qu'il renferme chaque 
facteur premier à une puissance au moins égale à celle qui entre 
dans ce dénominateur. 

Soit, par exemple, proposé de réduire à un même dénominateur 
les six fractions suivantes : 

* 

18 17 28 173 819 523 
60' 28' 840' 225' 490' 720* 

Les six dénominateurs décomposés dans leurs facteurs simples . 
d'après la règle connue, reviennent à 

2». 8. 5, 2*. 7, 2 4 .8.5, S 9 . 5», 2.5.7», 2< . 3* . 5. 

Les seuls facteurs premiers qui entrent dans ces dénominateurs 
sont 2, 3, 5 et 7 ; et les plus hautes puissances auxquelles ces facteurs 
premiers s'y trouvent élevés, sont 2 4 , 8*, 5*, 7*. Formant donc le 
produit de ces plus hautes puissances, on trouve 176400 pour le 
plus petit multiple commun à tous les dénominateurs ; et ce nombre 
est le dénominateur commun auquel il s'agit de réduire toutes les 
fractions. 

Pour exécuter cette opération , on divise séparément le dénomi- 
nateur commun par le dénominateur de chacune des fractions 
proposées, et l'on multiplie le numérateur par le quotient corres- 
pondant. 

Ainsi, dans cet exemple, considérons d'abord la première fraction. 

La division de 176400 par 60, donne 2940 pour quotient ; d'où, 
en multipliant le numérateur de cette fraction par 2940, on ob- 

, 88220 
,,ent Î764u0- 

Passant à la seconde fraction et divisant 176400 par 28, on a pour 
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quotient 6300 ; d'où , multipliant le numérateur par 6800 , on dc- 

. .107100 

duit . 

176400 

On trouverait de même pour les quatre dernières fractions, 

16905 135632 114840 128135 
1 76400 ' 1 76400 ' 1 76400 ' 1 76400* 

Ces diverses opérations sont déjà assez compliquées ; mais elles 
seraient bien plus laborieuses, et l'on parviendrait à un dénomina- 
teur incomparablement plus grand si l'on suivait la règle établie 
n° 47. (On trouverait 82006016000000.) 

Au reste, les décompositions des dénominateurs dans leurs fac- 
teurs simples se font, le plus souvent, à la seule inspection de ces 
nombres, surtout lorsqu'ils renferment plusieurs fois les facteurs 
2, 3, 5, pour lesquels on a des caractères de divisibilité, ainsi que 
pour leurs multiples 4, 6, 8, 9, 12, 15, 18, 24, 25, 36, 75. . . 

Nous proposerons pour exercice les fractions suivantes : 

j_8 17 jh3 527 1211 8618 5237 
20 ' 48 ' 28Ô ' 960 ' 1800 ' 5040 ' 6860* 

(Le plus petit multiple de tous les dénominateurs est 2 6 .8*.5*.7 3 
= 4989200.) 

149. Bemarqves sur le plus grand commun diviseur. — Nous avons 
établi (n° 52) un procédé pour obtenir le nombre le plus grand qui 
puisse diviser à la fois deux nombres proposés. Ce procédé est 
simple ; et la démonstration que nous en avons donnée ne laisse 
rien à désirer sous le rapport de la rigueur. Cependant nous allons 
faire connaître quelques propriétés importantes de ce plus grand 
commun diviseur, qui nous conduiront à des simplifications dans 
la pratique. 

Puisqu'un nombre entier quelconque, décomposé en ses facteurs 
simples, ne peut avoir d'autres diviseurs (n° 182) que ces facteurs 
premiers et leurs combinaisons deux à deux, trois à trois, etc., il 
s'ensuit que deux nombres entiers n'ont pour diviseurs communs 
que les facteurs premiers communs, ou les combinaisons communes 
de ces facteurs. 

Donc le plus grand commun diviseur de deux ou plusieurs nombres 
est le produit des facteurs premiers communs à ces nombres, élevés res- 
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pectivement à lapltts faible des puissances auxquelles entrent ces facteurs 
dans les nombres proposés. 

Conséquence. — Tout diviseur commun à plusieurs nombres divise 
leur plus grand commun diviseur; cette proposition a déjà été établie 
(n° 52) pour deux nombres. 

1 50. Cette propriété fournit un autre moyen de déterminer le plus 
grand commun diviseur de deux nombres A et B : Commencez par 
rechercher tous les diviseurs du nombre A, d'après la méthode du n° 1 44 ; 
déterminez de même tous les diviseurs du nombre B. Voyez ensuite 
quel est le plus grand de tous les diviseurs qui se trouvent communs 
aux deux tableaux ; vous obtenez ainsi le diviseur demandé. 

Ou bien encore, ce qui est plus court, après avoir seulement dé- 
composé les deux nombres en leurs facteurs simples (n° 144), faites un 
produit des facteurs premiers communs, élevés respectivement à la plus 
faible des deux puissances auxquelles ces facteurs entrent dans les deux 
nombres. 

Soient, par exemple, les deux nombres 2150 et 3612 , dont on 
veuille obtenir le plus grand commun diviseur. 



On trouve pour les diviseurs simples de 21 50. . . 2,5,5,43, 

et pour les diviseurs simples de 3612 2,2,3,7,43. 

Donc, 2 X ^ ou 86 est le plus grand commun diviseur cherché. 
(On voit de plus, que 5 X S ou 25, et 2 X 8 X 7 ou 42 , sont les 
quotients de la division de 2150 et 3612 par 86.) 

151. Ce procédé est toutefois moins simple, en général, que le 
procédé ordinaire , surtout lorsqu'on apporte , dans la pratique de 
celui-ci , les modifications suivantes : 

Puisque le plus grand commun diviseur de deux nombres 
ne se compose que des facteurs premiers communs aux deux 
nombres, on peut, sans inconvénient, supprimer dans l'un d'eux 
un facteur commun qui s'y trouve en évidence et qui n'entre pas dans 
l'autre. 

On peut même, si l'on veut, supprimer un facteur qui est évidem- 
ment commun aux deux nombres, pourvu qu'à la fin de l'opération 



2150 
1075 
215 



2 

5 
5 
43 



3612 
1806 
903 
301 
43 



2 
2 
3 
7 

43 



2 X 43 = 86. 
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subséquente, on en tienne compte en multipliant le résultat auquel 
on parvient, par le facteur supprimé. 

Observons d'ailleurs que le plus grand commun diviseur de deux 
nombres étant (n° 52) le même que celui qui existe entre le plus 
petit nombre et le premier reste, entre ce reste et le second, etc., 
ces suppressions peuvent se faire dans chacune des opérations que com- 
porte le procédé. 

Ainsi, reprenons les deux nombres 2150 et 8612. 

Je vois que 2150 contient le facteur 5 , et même le facteur 23, 
qui n'entre pas dans 8612 : je supprime donc ce dernier facteur ; et 
il vient pour quotient 86. 

De même, 8612 contient le facteur 8, qui n'entre pas dans 2150 ; 
je le supprime, et il vient pour quotient 120-4. 

Les deux nombres 86 et 1 204 ont évidemment le facteur commun 2 
que je mets à part ; et la question est ramenée à rechercher le plus 
grand commun diviseur entre 43 et 602. 

Divisant 602 par 48, je trouve un quotient exact 14 ; donc 48 X 2 
ou 86 est le plus grand commun diviseur cherché. 

Soient encore proposés les deux nombres 877 et 249. 

Je commence par supprimer le facteur 8 , qui , se trouvant dans 249 , 
n'entre pas dans 377 ; et la question est ramenée à rechercher le 
plus grand commun diviseur entre 877 et 83. 

Appliquons le procédé : en divisant 377 par 83, on a 



pour quotient 4, et pour reste 45 ; mais au lieu de di- 877 83 
viser 88 par 45 , comme à l'ordinaire , je remarque 45 
que 45=8 J .5 : or, les facteurs 8 et 5 n'entrent pas dans 83 ; je puis 
donc supprimer dans 45 les facteurs 8 a et 5 : ce qui me donne pour 
quotient final Yunitè. Donc 377 et 88, et par conséquent 377 et 249, 
sont premiers entre eux. 

Avec un peu d'habitude, ces modifications abrègent beaucoup la 
pratique du procédé. Au reste , nous ne les avons présentées que 
parce qu'elles deviennent indispensables dans la recherche du plus 
grand commun diviseur algébrique. 

152. On peut avoir besoin de déterminer le plus grand diviseur 
commun à plus de deux nombres. Voici la règle qu'il faut suivre : 

( Pour abréger , nous désignerons les quatre mots , plus grand 
commun diviseur, par p. g. c. d.) 

Pour trouver le p. g. c. d. entre plusieurs nombres à la fois, il faut 
d'abord chercher le p. g. c. d. entre deux de ces nombres , puis le 
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p.g.c.d. entre celui qui vient d'être trouvé et un troisième nombre, 
puis le p. g. c. d. entre ce dernier commun diviseur et un quatrième 
nombre. . . . 

Soient A, B, C, E, F. . . . les nombres proposés ; et appelons D 
le p. g. c. d. entre A et B, D' le p. g. c. d. entre D et C ; je dis d'a- 
bord que D'est le p. g. c. d. de A, B, C. En effet, le p. g. c. d. de A, 
B et C, devant diviser A et B, divise D, qui est leur p. g. c. d. (voyez 
n° 52 ); d'ailleurs il divise C ; ainsi, il doit diviser D' qui est, par hy- 
pothèse, le p. g. c. d. de D et C. D'un autre côté, D' divisant D, divise 
A et B ; ainsi , D' divise A, B, C, et par conséquent, leur p. g. c. d. 
Donc ce dernier nombre et D' sont réciproquement divisibles l'un par 
l'autre : ainsi ils sont égaux. 

Pareillement, le pg.c. d. entre A, B,C,E, devant diviser A, B,C, 
divise D' qui est leur p. g. c. d.; d'ailleurs, il divise E; ainsi, il 
doit diviser le p. g. c. d. D" entre D' et E. D'un autre côté, D" divi- 
sant D' divise A, B, C ; ainsi, D" divise A, B, C, E, et par conséquent 
leur p. g. c. d. Ce dernier nombre et D", élant réciproquement divi- 
sibles l'un par l'autre, sont égaux. 

Et ainsi de suite. 

N. B. — On conçoit qu'il y a, en général, de l'avantage à opérer 
d'abord sur les deux nombres les plus simples, puisque le p. g. c. d. ' 
cherché ne saurait surpasser celui qui existe entre ces deux nom- 
bres. 

On trouvera, par ce procédé, que les nombres 504, 786, 1260 
et 2058, ont pour plus grand diviseur commun 42. 

On pourrait également décomposer les quatre nombres en leurs 
diviseurs simples, et opérer comme il a été dit pour deux nombres 
(n° 150). 

1 53. Remarques sur les fractions irréductibles. — On appelle ( n° 54 ) 
fraction irréductible, une fraction qui ne peut être exprimée en termes 
plus simples. 

Il résulte évidemment de cette définition , que les deux termes 
d'une fraction irréductible sont premiers entre eux; car s'ils avaient 
un facteur commun , aulre que l'unité, on pourrait, en les divisanf 
parce facteur, obtenir une fraction plus simple, ce qui serait contre 
la définition. 

Réciproquement, toute fraction dont les deux termes sont premiers 
entre eux est irréductible. 

ARITHMÉTIQUE. — 12 
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En effet, désignons par ~ la fraction proposée, dont les ternies 
sont , par hypothèse , premiers entre eux ; et soit une autre frac- 
ion ^ égale à la première. 

On a T~h\ , d'où l'on déduit c — y . 

Or, c est un nombre entier ; donc t- doit aussi être un nombre 

o 

entier ; mais, par hypothèse, 6 est premier avec a; ainsi (n° 1 28) 6doit 
diviser d, et Ton a d = bq. 

Substituant cette valeur de d dans l'expression de c, on obtient 

abq 

Cela prouve évidemment que pour qu'une fraction ^ soit équiva- 

lente à une fraction y dont les deux termes sont premiers entre eux, 
il faut que les deux termes c et d soient des équimuUiples de a et b. 

Donc la fraction ^ ne peut être équivalente à aucune autre frac- 
tion plus simple. 

Il résulte de là que quand o» a divisé les deux termes d'une frac- 
tion par leur plus grand commun diviseur , la fraction résultante est 
irréductible; proposition que nous avons énoncée au numéro 54 , 
mais sans la démontrer. 

1 54. On peut encore conclure de ce qui vient d'être dit, que deux 
fractions irréductibles ne peuvent être égales, à moins qu'il n'y ait iden- 
tité, d'une part entre les numérateurs, d'autre part entre les dénomi- 
nateurs. 

En effet , la première fraction, étant irréductible , doit avoir ses 
deux termes premiers entre eux; donc, pour que la seconde lui soit 
égale, il faut que ses deux termes soient des équimuUiples des deux 
termes de la première ; et comme la seconde fraction a aussi ses 
deux termes premiers entre eux , ceux-ci doivent être simplement 
égaux aux deux termes de la première. 

§ III. Des fractions décimales périodiques. 

155. L'évaluation d'une fraction ordinaire en fraction décimale, 
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c'est-à-dire en dixièmes, centièmes.... de l'unité principale, donne 
lieu à des circonstances qui méritent d'être examinées ; mais avant 
de les faire connaître, il est nécessaire de revenir sur le procédé qui 
sert à convertir une fraction ordinaire en fraction décimale. 

Nous avons vu (n° 91 ) que, pour opérer cette réduction, il faut, 
après avoir écrit un zéro au quotient et une virgule à la droite de ce 
zéro, 1° placera la droite du numérateur un 0 et diviser le nombre ré- 
sultant par le dénominateur, ce qui donne au quotient des dixièmes 
et un certain reste ; 2* placer un nouveau 0 à la droite de ce reste et 
diviser le nombre résultant par le dénominateur, ce qui donne au quo- 
tient des centièmes et un second reste ; 8° placer à la droite de ce reste 
un nouveau 0, et diviser le nombre résultant par le dénominateur; on 
continue d'ailleurs cette série d'opérations , jusqu'à ce qu'on ait 
obtenu le degré d'approximation qu'on veut avoir. 

Or, il est évident que poser successivement à la droite des diffé- 
rents restes autant de zérosqu'on veut obtenir de chiffres décimaux, 
revient à écrire tout de suite ces zéros à la droite du numérateur de 
la fraction proposée, c'est-à-dire à multiplier le numérateur par l'u- 
nité suivie d'autant de zéros que Von veut avoir de chiffres décimaux, à 
diviser le produit résultant par le dénominateur, et à séparer ensuite, 
vers la droite du quotient, le nombre de chiffres décimaux demandé : 
car, d'après le procédé ordinaire de la division des nombres entiers, 
on est conduit à abaisser successivement , à la droite de chaque 
reste, les zéros qu'on a écrits tout d'abord. 

Cette remarque va nous servir à démontrer les deux propriétés 
suivantes : 

156. 1° Toute fraction ordinaire dont le dénominateur ne renferme 
pas d'autres facteurs premiers que 2 et 5, est réductible en une fraction 
décimale d'un nombre limité de chiffres décimaux ; c'est-à-d ire qu'après 
un certain nombre d'opérations , on doit parvenir à un reste nul ; 
auquel cas la fraction décimale obtenue exprime la valeur exacte 
de la fraction proposée. 

En outre , si la fraction ordinaire proposée est irréductible ( ce 
qu'on peut toujours supposer), le nombre total des opérations à effec- 
tuer est marqué par le plus grand des deux exposants de 2 et 5 , qui 
entrent dans le dénominateur. 

7 13 11 317 
Ainsi, les fractions - , — , — , qui peuvent évidemment 

se inellre sous la forme 

12* 
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7 13 11 317 

2 3 ' 5 9 ' 2 3 .5 ' 2.5'' 

sont réductibles en une fraction décimale d'un nombre limité de 
chiffres décimaux. 

La première et la troisième donnent lieu à 3 opérations ; la se- 
conde à 2, et la quatrième à 4. 

On trouve en effet, pour leurs valeurs, 

0,875; 0,52; 0,275; 0,2536; 

ce qu'on peut vérifier aisément en opérant leur réduction en déci- 
males, d'après le procédé ordinaire. 

Pour nous rendre compte de celte propriété , remarquons que 

10, 100, 1000.... étant égaux à 2 . 5, 2 a . 5', 2 3 . 5 5 , si, pour 

opérer la réduction en fraction décimale, on multiplie (n° 155) le 
numérateur par 10, 100, 1000 , le produit résultant sera divi- 
sible par 2 . 5, 2* . 5 a , 2 3 . 5 3 .... ; donc , si Ton multiplie ce numé- 
rateur par l'unité suivie d'autant de zéros qu'il y a d'unités dans le 
plus grand des exposants de 2 et 5 que renferme le dénominateur , 
le produit résultant sera nécessairement multiple de ce dénomina- 
teur. 

Donc le nombre des opérations à effectuer est limité, et égal au 
plus grand des deux exposants de 2 et 5 qui entrent dans le déno- 
minateur. 

157. Toute fraction ordinaire dont le dénominateur renferme un ou 
plusieurs facteurs premiers différents de 2 et 5, qui n'entrent pas en 
même temps dans le numérateur, donne lieu à une fraction décimale 
d'un nombre de chiffres décimaux illimité ou infini. De plus , cette 
fraction décimale est périodique, c'est-à-dire qu'après un certain 
nombre d'opérations, les mêmes chiffres décimaux se reproduisent 
constamment dans le même ordre. 

En effet, la multiplication du numérateur par 10, 100, 1000.... 
ne fait qu'introduire les facteurs premiers 2 et 5 chacun à une cer- 
taine puissance ; ainsi , le facteur premier que l'on suppose exister 
dans le dénominateur sans entrer dans le numérateur, ne se trouvera 
pas davantage (n° 129) dans le produit du numérateur par une puis- 
sance quelconque de 10. Donc , quelque nombre de zéros qu'on 
écrive, on ne pourra obtenir un produit exactement divisible par le 
dénominateur; ainsi, les opérations se continueront à Yinfini. 

Je dis en outre que la fraction sera périodique. En effet, comme, 
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suivant le procédé du n° 155, chaque reste qu'on obtient est toujours 
moindre que le diviseur , qui reste constant, il s'ensuit que, Quand 
on aura fait tout au plus autant d'opérations qu'il y a d'unités dans 
le diviseur moins m, on devra retomber sur l'un des restes déjè ob- 
tenus. 

Or , en écrivant un zéro à la droite de ce reste, on aura un nou- 
veau dividende partiel semblable à l'un des précédents ; et puisque 
le diviseur est le même, le nouveau quotient et le nouveau reste 
seront aussi semblables à ceux qu'avaient donnés le premier dividende 
retrouvé et le diviseur. Écrivant à la droite de ce reste un nouveau 
zéro, on reproduira le dividende partiel qui suit immédiatement 
celui qu'on avait d'abord retrouvé, et par conséquent aussi le quo- 
tient qui vient après celui qu'on a déjà retrouvé. Ainsi de suite. 

Donc certains chiffres du quotient doivent se reproduire périodique- 
ment et dans le même ordre. 

Faisons quelques applications. 

158. Premier exemple. — Soit proposé de réduire en décimales la 
fraction y. 

Il suffit , pour cela , de lui ap- 69 
pliquer la règle du n° 91. Ici la 40 
période commence après la 6'"° 50 
opération , c'est-à-dire après au- 1 0 

tant d'opérations qu'il y a d'unités 30 
dans le diviseur 7 diminué d'une 20 
unité. 6 



0,8*57142 857 142. 



37 



13 

Second exemple. — Soit la fraction — . 

Dans cet exemple , la période se ma- 130 

nifeste après la 3 mc opération , c'est-à- 190 

dire beaucoup plus tôt que ne le marque 30 

le diviseur 87. 13 

Troisième exemple. — -j^. 

Ici, la fraction décimale est limitée, quoi- 1470 

que le dénominateur 875, ou 7 X 125, ren- 5950 

ferme le facteur 7. Mais observons que ce 7000 

même facteur se trouve dans le numérateur ; 0000 



0,451 351... 



87S 



0,(68 
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21 21 

et , en le supprimant haut et bas , on trouve 011 gr ' fraction 

qui (n° 156) peut être convertie en une fraction décimale d'un 
nombre limité de chiffres décimaux. 



Quatriènie exemple. — 



84 



0,34 523809| 523S09.. 



Dans cet exemple, la période se 290 
manifeste après la 8 me opération. 880 
Mais, ce qu'il y a de remarquable, 440 
c'est que les deux premiers chif- 200 
fres décimaux ne font pas partie 320 
de la période ; tandis que , dans 680 
les deux premiers exemples, la 800 
période commence au premier 44 
chiffre décimal. 

Les fractions décimales périodiques dont la période commence 
au premier chiffre décimal, s'appellent fractions périodiques simples; 
et celles dont la période ne commence que plus tard , se nomment 
f ractions périodiques mixtes. 

159. Nous venons de voir que certaines fractions ordinaires, ré- 
duites en décimales, donnent lieu à des fractions décimales pério- 
diques. 

Réciproquement, toute fraction décimale périodique , simple ou 
mixte , provient d'une fraction ordinaire; et l'on peut retrouver facile- . 
ment la fraction qui lui a donné naissance. 

Cette question présente deux cas distincts : ou la fraction pério- 
dique est simple f ou bien elle est mixte. 

Considérons d'abord le premier cas, et supposons, pour fixer les 
idées , une fraction périodique simple dont la période ait cinq chif- 
fres. 

Soit 0 t abcde abede abede. . . la fraction proposée, et désignons 
par x la valeur inconnue de cette fraction. On a d'abord 

x = 0 ,abcde abede abede . . . . ( 1 ) . 

Multiplions les deux membres de cette égalité par 10*, ou par l'u- 
nité suivie d'autant de zéros qu'il y a de chiffres dans la période, ce 
qui se fait ( n° 86) en avançant la virgule de 5 rangs vers la droite ; 
il vient 



1 
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10* . x, ou 100000 X x = abcde,abcde abcde..., 

ou 100000 X x = abcde + 0, abcde abcde... (2). 

Si maintenant on retranche l'égalité (1) de l'égalité (2), en obser- 
vant que 100000 x — x = 99999x, 

on obtiendra 99999 x = abcde; 

abcde 



donc enfn 



99990* 



Ce qui prouve qu'une fraction décimale périodique simple est équi- 
valente à une fraction ordinaire qui a pour numérateur l'ensemble des 
chiffres de la période, et pour dénominateur un nombre composé d'au- 
tant de 9 qu'il y a de chiffres dans la pér toile. 

Ainsi, la fraction 0,351351351... est , d'après cette règle, équi- 
valente à la fraction ~. . 

yyy 

Celle-ci peut être simplifiée si l'on remarque que ses deux termes 
sont divisibles par 9. On obtient, par la suppression de ce facteur, 

39 

YYjî supprimant de nouveau le facteur 3 qui est encore commun, 

13 

on trouve enfin pour la fraction réduite , C'est la fraction du 

second exemple traité au numéro 158. 
Soit encore la fraction 0,03960396.... 

0390 

La période est ici 0396 ; donc la fraction est équivalente à 

yyyj 

396 

ou simplement, à^r^. (On supprime le 0 comme inutile; mais on 

yyyy 

a du d'abord en tenir compte , parce qu'il fait partie des chiffres de 
la période.) 

Le facteur 9 étant commun aux deux termes de ce résultat , on 

44 

le supprime, et il vient -- , fraction dont les termes sont encore 
divisibles par 1 1 ; et en supprimant ce facteur, on obtient enfin 
1ÔT l>0ur ,a frac,ion rétIuile a ses moindres termes. 
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Comme on a 99999 100000 1 , 
il en résulte pr/rs X 99999 = pqrsOQOQO — pqrs ; 
d'où pqrs X 99999 -J- abede = pqrsabcde — pqrs. 
Donc enfin la fraction proposée a pour valeur, 

pqrsabcde — pqrs 
X ~ 999990000 ' 

Ce qui prouve qu'une fraction périodique mixte quelconque est équi- 
valente à une fraction ordinaire ayant pour numérateur l'ensemble 
des chiffres de la partie non périodique et de la première pèriode y diminué 
de la partie non périodique , et pour dénominateur un nombre formé 
d'autant de 9 qu'il y a de chiffres dans la période, suivi d'autant de 
zétvs qu'il y a de chiffres dans la partie non périodique. 

Soit pour exemple, la fraction 

x = 0,3 193069306 

En appliquant la formule précédente , on trouve 

_ 819306 — 31 319275 
X 999900 ~~ 999900 » 

ou, divisant successivement les deux termes par les facteurs 9, 25 
et 1 1 , qui leur sont évidemment communs (voyez les caractères do 
divisibilité établis pour ces trois nombres), 

X ~ 404 

Nous proposerons pour exercice les fractions 

16,285714285714... .5 4,9428571428571....; 5,52027027.... 

Mais, dans l'application des règles précédentes, il faudra nécessaire 
ment faire d'abord abstraction de la partie entière, sauf à l'ajouter 
ensuite à chacun des trois résultats réduits à leur plus simple ex 
pression. 



1 61 . La formule x = M™ 6 ** 8 ~ , 



999990000 

conduit à des résultats assez remarquables. 

D'abord , il est évident que , les calculs indiqués au numérateur 
étant effectués, le résultat ne peut être terminé par un ou plusieurs 
zéros ; car, pour que cela fût, il faudrait que quelques-uns des der- 
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niers chiffres depqrs fussent les mêmes que les derniers chiffres de 
abede; et dans ce cas, la période ne commencerait pas après le 
4° chiffre décimal, comme on l'a supposé. (Par exemple, si Ton avait 
s = e, r = il, la fraction primitive serait 0 , pqdeabcdeabcde... ; 
et la période, commençant au 3° chiffre, serait deabc.) On voit donc 
qu'après la réduction de l'expression ci-dessus à ses moindres ter- 
mes , le résultat doit être une fraction dont le dénominateur ren- 
ferme les deux facteurs 2 et 5, ou au moins l'un des deux", à la A" 
puissance , c'est-à-dire à une puissance d'un degré marqué par le 
nombre des chiffres qui ne font pas partie de la période. 

Nous pouvons conclure de là les deux propositions suivantes : 

1° Toute fraction dont le dénominateur ne renferme aucun des deux 
facteurs premiers 2 et 5, ou est nremier avec 10 , donne lien , étant ré- 
duite en décimales, à une fraction périodique simvle . 

En effet, si l'on pouvait parvenir à une fraction périodique mixte, 
il s'ensuivrait que la fraction ordinaire équivalente à laquelle on 
parviendrait d'après la règle du n" 160, étant réduite à ses moindres 
termes, serait égale à la fraction proposée. Or, cela est impossible ; 
car on a vu (n° 158) qu'une fraction dont les deux termes sont pre- 
miers entre eux , ou qui est irréductible , ne peut être égale à une 
autre fraction si les termes de celle-ci ne sont des èquimultiples des 
termes de la première; il en résulterait donc que le dénominateur 
de la fraction proposée serait multiple de 2 ou de 5 ; ce qui est 
contre l'hypothèse. 

2° Toute fraction irréductible dont le dénominateur renferme un 
des deux facteurs 2 et 5 , ou tous les deux , donne lieu à une fraction 
périodique mixte dont la période doit commencer après autant de chif- 
fres qu'il y a d'unités dans le plus grand des deux exposants de % et 
de 5, qui entrent au dénominateur. 

D'abord, la fraction périodique ne peut pas être simple; car la 

abede 

formule pour ces sortes de fractions étant — , il est iinpos- 

OOOUO... 

sible (n° 154) que cette dernière fraction , dont le dénominateur ne 
renferme aucun des facteurs 2 et 5 , soit , après la réduction à ses 
moindres termes, égale à la fraction proposée dont le dénominateur 
renferme ces mêmes facteurs. 

En second lieu , si n désigne le plus grand des deux exposants de 
2 et 5, qui se trouvent dans le dénominateur, la période doit com- 
mencer après n chiffres : car supposons, par exemple, qu'elle com- 
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mence après (n— 1) chiffres j la fraction équivalente à cette fraction 
périodique aurait un dénominateur qui ne renfermerait les deux 
facteurs 2 et 5 , ou l'un d'eux, qua la {n—\) ieme puissance, et ne 
pourrait être égale à la fraction proposée , puisque d'ailleurs ces 
deux fractions sont supposées irréductibles. 

6 13 

Par exemple, les fractions - , — ( n J 161 ) , ont donné lieu à des 

. 7 87 

fractions périodiques simples, parce que 7 et 37 sont premiers avec 

29 

10 ; mais la fraction — a donné lieu à une fraction périodique dont 

84 

la période commençait après le second chiffre , parce que 84 est 
égal à 2*. 21. 

145 145 
Enfin , la fraction — - , pouvant se mettre sous la forme . , 

17o À .11 

donnerait lieu à une fraction périodique dont la période commen- 
cerait-après le 4 mo chiffre décimal. 

On trouve, en effet, pour la valeur de celte fraction en décimales, 
0,8288636868. . . . 

162. Nous ne pousserons pas plus loin l'examen des propriétés des 
fractions décimales périodiques. Nous nous bornerons à observer 
quo des propriétés analogues aux précédentes se manifesteraient 
dans un système quelconque de numération dont la base serait B. 

D'abord, pour réduire une fraction ordinaire en subdivisions de 
B en B fois plus petites que l'unité , il faudrait, conformément à la 
règle du n° 91 , multiplier le numérateur par B, ou 10, c'est-à-dire : 
écrire un 0 à sa droite, et diviser le produit par le dénominateur, ce 
qui donnerait au quotient des unités B fois plus petites que l'unité 
principale, et un certain reste; écrire à la droite du reste un nouveau 0, 
et diviser le résultat par le dénominateur, ce qui donnerait au quo- 
tient des unités B fois plus petites que les précédentes, ou B* fois 
plus petites que l'unité principale ; et ainsi de suite. Ceci admis : 

Toute fraction ordinaire dont le dénominateur ne renferme pas d'au- 
tres facteurs premiers que ceux qui entrent fans la base B, étant réduite 
en subdivisions de B eh B fois plus petites que Vunitè, donne lieu à une 
fraction d'un nombre limité de chiffres. Mais toute fraction irréduc- 
tible dont le dénominateur renferme des facteurs premiers différents 
de ceux qui composent la base, donne lieu à une fraction d'un nombre 
indéfini de chiffres, et périodique ; etc. . . 
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Et ainsi des autres propriétés ; nous laissons aux élèves le soin 
d'en rechercher les énoncés et les démonstrations. 

§ IV. Des fractions continues (*). 

1G3. Les fractions continues doivent leur naissance à l'évaluation 
approchée des fractions dont les ternies sont considérables, et pre- 
miers entre eux. 

159 

Pour nous faire mieux comprendre, soit proposée la fraction — 

dont les deux termes sont premiers entre eux, comme il est aisé de 
le vérifier, et qui, pour cette raison, est (n° 153) irréductible. 

En laissant la fraction sous cette forme } on s'en ferait difficile- 
ment une idée bien nette ; mais si , en vertu d'un principe connu , 
l'on divise ses deux termes par 1 59, ce qui n'en change pas la valeur, 

elle devient 77^-. , ou , effectuant la division indiquée au déno- 

U59/ 

minateur, — * 



1 16 



159 

1 6 

Cela posé, négligeons, pour le moment, la fraction jg^ ; la frac- 
tion—qui en résulte, est plus grande que la proposée, puisque l'on 
«> 

a diminué le dénominateur. 

1 6 

D'un autre côté, si, loin de négliger on remplace cette 

fraction par 1 , ce qui donne alors ^_ ^ ou j , cette nouvelle 

fraction est, à son tour, plus petite que la proposée, puisqu'on a 
augmenté le dénominateur. 

159 

D'où l'on peut conclure que la fraction «g est comprise entre 



(") Quelques-uns des numéros de ce paragraphe supposent des notions d'Algèbre un 
peu plus étendues que celles qui ont fait l'objet de l'introduction au cinquième chapitre ; 
mais les Olëves peuvent passer outre, saur a y revenir lorsqu'ils se seront familiarisés davan- 
tage avec les opérations de l'Algèbre, ou lorsqu'ils sentiront la nécessité d'étudier cette 
théorie. . 
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^-el i. Ceci donne déjà une idée assez exacte de la fraction. 

Si l'on veut un plus grand degré d'approximation , il n'y a qu'à 

16 , , 159 

opérer sur comme on a opère sur — . 

On trouve — = — ! = ! . 

159 , Jo' 

V 16/ *"*~16 

et la proposée devient- 1 



0+*» 
1 16 



Si l'on néglige jjj, on a i qui est plus grand que ; d'où il 

1 1 59 1 

suit que —est plus petit que-r^. Mais revient à 

3 +J *+i 

i 9 . . . . 19 

jygr ou — ; ainsi, la proposée est encore comprise entre -et ^. 

«h 27 i 

La différence de ces deux dernières fractions est — — — - ou — . 

m X 28 84 

Donc Terreur que l'on commet en prenant i pour la valeur de la 

1 

proposée, est moindre que — . 
15 

Opérant sur — comme on a opéré précédemment, on a 
15 1 1 

rjr= 4a . — r-; et la fraction proposée peut se mettre 

VIS/ T 15 

sous la forme — - 
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1 1 15 

Négligeons — . Le nombre y , ou 1 , est plus grand que ^ ; donc 

1 1 t . ... 16 

. - ou ^ , est plus petit que — . 

9 + T 

Donc p , ou t- , ou — , est plus grand que -rgj. 

«+777 8 + fo 

9 +7 . 

159 9 10 

D'où l'on voit que ^ est compris entre ^ et —, La première 

fraction est trop petite, et la seconde trop grande. Or, la différence 

de ces deux fractions est^ — g , ou -—^ ; ainsi , l'erreur que l'on 

9 10 

commet en prenant, soit ^ , soit — , pour la valeur de la fraction 

proposée , est moindre que 

On voit comment , par cette suite d'opérations , on parvient à 
trouver, en termes plus simples, des fractions qui donnent des 
valeurs approchées d'une autre fraction dont les termes sont très- 
grands. 

L'expression — - — j- 



3 + 



1+4 



15 

est ce qu'on appelle une fraction continue. 

En général , on entend par fraction continue , une fvaction qui a 
pour numérateur l'unité, et pour dénominateur un nombre entier plus 
une fraction qui a elle-même pour numérateur l'unité , et pour déno- 
minateur un entier plus une fraction; et ainsi de suite. 

Souvent, le nombre proposé est plus grand que l'unité. Ainsi - 
pour généraliser davantage la définition d'une fraction continue , 
il faut dire : Une fraction continue est une expression composée i 
d'un entier, plus une fraction qui a pour numérateur l'unité, et pour 
r , etc.... 
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1 



Telle est l'expression a + 



*4 



d . . . 

a, b, e, d. . . . , étant des nombres entiers. 

164. En réfléchissant sur la marche qui vient d'être suivie pour 
159 

réduire -r^ en fraction continue, on voit que l'on a divisé d'abord 

49« 

493 par 159, ce qui a donné S pour quotient et 16 pour reste. On a 
divisé ensuite 159 par 16, ce qui a donné pour quotient 9, et pour 
reste 15 ; puis on a divisé 16 par 15, ce qui a donné 1 pour quotient 
et 1 pour reste. De là il est facile de conclure le procédé suivant 
pour réduire une fraction ou un nombre fractionnaire en fraction 
continue : 

Opérez sur les deux ternies de la fraction proposée, comme pour trou- 
ver leur plus grand commun diviseur. (Voyez n° 52. ) Poussez l'opéra- 
tion jusqu'à ce que vous obteniez un reste égal à zéro. Les quotients 
successifs auxquels vous serez parvenu, seront les dénominateurs des 
fractions proprement dites qui constitttent la fraction continue. 

Dans l'hypothèse où le nombre proposé est plus grand que l'unité, le 
premier quotient représente la partie entière qui entre dans l'expression 
de la fraction continue. 

On peut , d'après ce procédé , réduire en fractions continues les 

. « 65 ,829 

deux nombres et 

149 847 

Voici le lype des opérations : 



1° 


2 


3 


2 


2 


1 


2 


149 


65 


19 


8 


3 


2 


1 


19 


8 


3 


2 


1 


0 





donc. 



65 
149 



2 + 



8 + 



2 -f 



2 + 



2° 


2 


2 


< 




3 


19 


829 


347 


135 


7 


58 


19 


1 


1S5 


77 


88 


m 


1 


0 
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347 ^ a . 1 
2 -\ 



i + - 



Les fractions continues jouissent d'un grand nombre de proprié- 
lés dont la recherche a été l'objet des travaux des plus célèbres géo- 
mètres. Nous ne voulons en faire connaître ici que les propriétés 
élémentaires, celles dont on fait un usage fréquent, et dont les 
démonstrations sont fondées sur les premiers principes de l'Algèbre. 
Nous renvoyons , pour de plus amples détails , aux Additions de 
Lagrange à l'Algèbre d' Evier. 

DÉFINITIONS. 

105. Reprenons la fraction continue générale 

a-\ r 

ï 

«H- 

e 

que nous supposons d'ailleurs représenter la valeur d'un nombre 
fractionnaire désigné par x. 

On appelle fractions intégrantes les fractions , j. . . , dont 

l'ensemble constitue la fraction continue , et quotients incomplets, 
les dénominateurs 6, c f d... (On nomme ainsi ces dénominateurs, 
parce que 6, par exemple, n'est que la partie entière du nombre 

exprimé par 6 -\ — ^ ; que c n'est que la partie entière du 

c+-! 

d -}-• • • • 
1 



nombre exprimé par c -|- 



C -f 

ct ainsi de suite.) 
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Par opposition, on a donné le nom de quotients complets aux 

1 1 
expressions 6 H f , c-} 



c+^_ d+* 



d -|— « -J-... 

dont 6, c, ef, . . . ne sont que les parties entières. 

Chaque quotient complet renferme implicitement , outre l'entitj 
qui y est contenu, tous les quotients suivants de la fraction conti- 
nue , puisque c'est par le développement de ce quotient complet 
qu'on trouve tous les quotients suivants. Le dernier quotient complet, 
qui n'est autre chose que le dénominateur de la dernière fraction 
intégrante , est toujours au moins égal à 2 , d'après la nature du 
procédé pour réduire une fraction ordinaire en fraction continue 
(n°164). 

On appelle réduites les résultats qu'on obtient en convertissant 
successivement en un seul nombre fractionnaire chacune des ex- 

,1 .1 
pressions a + r , a -| r . . . 

6+i 

On les nomme aussi fractions convergentes, parce que, comme nous 
le démontrerons bientôt, ces résultats approchent de plus en plus 
du nombre réduit en fraction continue, à mesure que l'on prend un 
plus grand nombre de fractions intégrantes. 

FORMATION DES REDUITES CONSECUTIVES. 

166. Voyons s'il n'existerait pas un moyen simple et facile de 
former ces différentes réduites. 

La première est a, qu'on peut mettre sous la forme y. La seconde 
est a + p ou, réduisant l'entier en fraction, ab + l . 
Pour obtenir la troisième, représentée par a -| r , 

il suffit de substituer dans la seconde, 6 +~ à la place de lr 

c 

ARITHMÉTIQUE. 15 
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1 

car, en désignant 6 + — par 6', on aura 

, i ,1 «6'+i 
6+1- 

a6 -4- i \ 

expression qui ne diffère de — qu'en ce que 6' ou b + — 

remplace 6. 

Faisons donc cette substitution; il vient pour la troisième ré- 

i a ( b +7) + i <*+±+i 
duite,a + — lou—i C -L ,ou ; 

0 +i 6 + i 6 +i 

ou bien , réduisant les entiers en fractions, et multipliant haut et . 

(a6+l)c + a 
bas parc, . - 

La quatrième s'obtiendra également en substituant dans la troi- 
sième, c +-^ à la place de ce qui donnera ; ' 

f J«6+ 1) (c+^) + a Job + 1) c +^+i + « 
tt + b + L— &(c + ^)+l bc+^+i 9 

c + d 

ou, réduisant les entiers en fractions, et multipliant haut et bas 

[(Q6 + l)c+old+o6+l 
parrf> . (bc+i)d+b ' 

Sans aller plus loin , on peut voir déjà que le numérateur de la 
troisième réduite peut s'obtenir en multipliant le numérateur de la 
seconde par le troisième quotient e, et ajoutant au produit le numé- 
rateur de la première fraction. Quant au dénominateur, il se forme 
de la même manière, au moyen des dénominateurs de la seconde et 
de ia première traction. 

Le numérateur et le dénominateur de la quatrième réduite s'ob- 
tiennent également en multipliant respectivement les deux termes 
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de la troisième, par le quatrième quotient d, et en ajoutant aux deux 
produits les deux termes de la seconde fraction. 

Si l'on fait attention à la manière dont la troisième et la quatrième 
réduite ont été formées , on sentira que cette loi de formation doit 
s'étendre aux réduites suivantes ; mais, pour en démontrer rigou- 
reusement la généralité , nous aurons recours à un moyen auquel 
on a souvent recours en mathématiques. Nous ferons voir que , si 
cette relation a lieu pour trois réduites consécutives de rang quel- 
conque, elle a encore lieu pour la réduite suivante ; car alors, ayant 
été reconnue applicable à la troisième, elle le sera à la quatrième; 
étant applicable à celle-ci, elle le sera à la cinquième , et ainsi de 
suite indéfiniment. 

Soient donc ]p > q' > > trofe réduites consécutives , r le quotient 

> 

incomplet auquel on s'est arrêté pour former^-; et supposons 
R Or P 

que l'on ait ^7= _|_ p , (R et R' étant respectivement égaux • 
à Qr+PctQ'r+P'). 
Ajoutons maintenant une nouvelle fraction intégrante - à la 

G 

suite de r, et soit ^ la réduite correspondante ; il est clair que , 

S R 
pour former ^7, tout se réduit à remplacer dans l'expression de ^„ 

r par r + ainsi l'on aura 



S 
S 7 



Q ( r+ l) +P _ (Q*-+P)* + Q _ Rg+Q 

V(r+i)+P'"" Wr+p,), + Qr R ' HQ,Î 



a 

et l'on voit que ^7 se déduit des deux précédentes, d'après la loi 



énoncée plus naut. îlonc cette loi est générale. 

Ainsi , le numérateur d'une réduite quelconque se forme en multi- 
pliant le numérateur de la réduite précédente par le quotient incomplet 
qui lui correspond, et en ajoutant au promit le numérateur de la ré- 
duite qui précède de aeux rangs celle qu'on veut former. Le 

13. 
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teur se forme d'après la même loi, au moyen des (feux dénomitiateurs 
précédents. 

N. B. Lorsque le nombre réduit en fraction continue, ou x, 

est moindre que l'unité , on substitue j à la place de a , afin de 

pouvoir former la troisième réduite d'après la loi , qui suppose né- 
cessairement qu'on ait d'abord formé les deux premières réduites. 

Soit proposé pour premier exemple, de former les réduites con- 
sécutives de la fraction continue, 

65 1 

2+i- 



l+f. 



On a pour les deux premières réduites , ^et~. 

Pour former la troisième, multiplions le numérateur 1 de la se- 
conde par 3, et ajoutons 0 au produit ; multiplions ensuite le déno- 
minateur 2 de la seconde par 3, et ajoutons au produit le dénomina- 
teur 1 de la première ; il vient y. 

On trouve de même pour les réduites suivantes, 

7 17 24 65 
16' 39' 55' 149* 

On obtiendrait également pour les différentes réduites de la frao 

839 

tion continue provenant de ^-r= {voyez n° 164), 

©47 

2 S 7 12 43 829 
1 ' 2' 3' 5 » 18' 347' 

■ 

167. Conséquence de la loi précédente. — Il résulte évidemment de 
cette loi, que les termes des différentes réduites augmentent à me- 
sure que l'on prend un plus grand nombre de fractions intégrantes, 
puisque le numérateur ou le dénominateur d'une réduite quelconque 
est au moins égal à la somme des numérateurs ou à la somme des dé- 
nominateurs des deux réduites qui la précédent. 
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« 

168. Première propriété. —Si l'on prend, dans les deux exemples 
précédents, la différence entre deux réduites consécutives quelcon- 
ques, en convenant de retrancher toujours une réduite de celle qui 
la suit, on trouvera constamment pour le numérateur de cette diffé- 
rence, + 1 ou — 1, suivant que la seconde des deux réduites que 
Ton considère est de rang pair ou de rang impair; le dénominateur 
de la différence étant d'ailleurs toujours égal au produit des déno- 
minateurs des deux réduites. 

Ainsi, dans le premier exemple, on a 

10 4-1 t 1 — 1 . 7 S + 1 

I ï"~~2Xi' 7 2 2X7*' 16 7~"16X7*' , ' Î 

or, nous allons démontrer que cette propriété est générale. 
Pour cela, prenons, dans la fraction continue générale, trois ré- 

POU 
duites consécutives quelconques, p, ^7, 

Onad'abord |-Q=?^L'. 

Mais, d'après le numéro 166, R = Qr + P, R' «= Q> + P\ 
Mettant pour R et R' ces valeurs dans le numérateur de la différence 
précédente , on obtient 

R Q _ (Qr+P)<y-Q(Q>+P ) , 
R' Q'~" R'Q' 9 

ou, effectuant les calculs et réduisant, 

R Q _ PQ'- QP' 
R' Q — R'Q' " 

» 

R 0 

D'où l'on voit que le numérateur de la différence ^—^7 est 
numériquement égal, mais de signe contraire, au numérateur de la 

V4TA Q P QP'—PQ' 

différence ~- p-, ou x yp» • 

C'est-à-dire que les numérateurs de deux différences consécutives 
sont numériquement égaux, mais de signes contraires. 
Or, si l'on considère les deux crémières réduites 
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a . ab 4- 1 ' ab-\-i a -4-1 
-el-^.ona-g 7 = ^7! 

donc, d'après ce qui vient d'être dit, le numérateur de la différence 
suivante doit être — 1 ; le numérateur de la troisième différence 
doit être -f- 1 ; et ainsi de suite. 

Donc, en général , le numérateur d'une différence quelconque est 
+ 1 si la seconde des deux réduites que l'on considère est 'de rang pair, 
c« — 1 si elle est de rang impair; quant au dénominateur, il est évi- 
demment égal au produit des dénominateurs des deux réduites. 
C. Q. F. D. 

169. Conséquence de la propriété précédente. — Une réduite de 
rang quelconque , , est toujours une fraction ou un nombre fraction- 
naire irréductible. 

En effet, supposons pour un instant que R et R f aient un facteur 

commun h; comme, d'après la propriété précédente, on a 

RQ' — QR' = dfc 1, il en résulte 

RQ' — QR' RQ' QR' 1 

Or, le premier membre de cette égalité est un nombre entier, 
puisque R et R' sont divisibles par h, tandis qu'au contraire le se- 
cond membre est essentiellement une fraction; donc il est absurde 
de supposer que R et R' ne soient pas premiers entre eux. 

11 résulte de là que , si Ton convertit en fraction continue une 
fraction dont les deux termes ne sont pas premiers entre eux, et si 
Ton forme ensuite toutes les réduites jusqu'à la dernière inclusive- 
ment, on ne retrouvera pas la fraction proposée, sous sa forme pri- 
mitive , mais bien cette même fraction réduite à sa plus simple expres- 
sion, c'est-à-dire débarrassée du plus grand diviseur commun à ses 
deux termes. 

348 

Soit, par exemple, la fraction 

En la convertissant en fraction continue, on trouve 
848 1 

924 â + i — j 

1+-!— r 
t+i 
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et les réduites sont. . . . 



05Ç 



0 1 Jl 2 8 29 

T» I» ï» V s' ffi 

29 3-48 

La dernière réduite —est la valeur de la fraction ^-débarrassée 

du facteur 12 commun à ses deux termes. 
170. Seconde propriété. — En prenant la fraction continue géné- 

1 



raie aps=a-|- 



64 



1' 



d+. . . 



on reconnaîtrait aisément, par un raisonnement analogue à celui 
qui a déjà été fait au n° 168 sur un exemple particulier, que la va- 
leur de x est comprise entre la première et la seconde réduite, entre 
la seconde et la troisième, et ainsi de suite ; cf où Ton pourrait con- 
clure , par analogie, qu'en général la valeur de x est comprise entre 
deux réduites consécutives de rang quelconque. 

Mais nous allons démontrer cette propriété fort importante d'une 
manière plus générale. 

P o 

Soient, pour cet effet, deux réduites consécutives, p,-^ 

de rang quelconque ; et proposons-nous d'évaluer les différences 
P Q 

Remarquons que si , dans l'expression de la réduite suivante , 
n Or -4-P 

^r, ou Q, r _j_ p „ on met à la place du quotient incomplet r, le quo~ 

1 

tient complet y, ou r-| r 



dont r n'est que la partie entière, on reproduira la valeur du nom- 
bre réduit en fraction continue, puisque alors on aura la réduite de 
la fraction continue totale. On aura donc, d'après cette remarque ,. 



204 PROPRIÉTÉS PRINCIPALES 

Qy +p . 



X = 



d'où 



g .?_^ Qy.+r p _ (QF'-PQ , )y 

P' Q'.y + P' P'~~(Q'i/ + P')P' ' 

et , Q- <te+p q^ pq'-qp' . . 

Q' Q'y+P' Q (Q'y+W 

ou^àcausedeQP'-PQ'- zfcl. PQ' - QP' « =f 1 ( n° 16*), 



1P dry 

P'~(Q'y+P')P 



Q' (Q'y+P')Q" 

Cela posé, comme les nombres y, P, P 7 , Q, Q', sont, parleur nature, 
essentiellement positifs, il s'ensuit que les deux résultats précédents 

p 

sont de signes contraires. Donc, si Ton a s > ou < p on doit avoir 

nécessairement x < ou > ~, ce qui veut dire que , si le nombre 

réduit en fraction continue est plus grand ou plus petit que la ré- 

P 0 

duite p; , ce même nombre est plus petit ou plus grand que ^7. 

Donc enfin , la valeur du nombre réduit en fraction continue est tou- 
jours comprise entre deux réduites consécutives de rang quelconque. 

Remarque. — Si la réduite 2. est de rang pair, le numérateur de 

la différence entre 2; et —, ou QP' — PQ', est positif et égal à 

P Q 

+ 1 (n° 168) ; ainsi l'on a x > ^ el x < q7- 1)0110 » touto * "* rém 



de rang pair sont des fractions plus grandes, et toutes les ré- 
duites de rang impair sont des fractions plus petites que le nombre 
réduit en fraction continue . 

171. Troisième propriété. — Une réduite de rang quelcotique donne 
une valeur plus approchée de x que celle qui la précède. 

En effet, considérons encore les deux différences du n° 170. 
Comme on a (n u 167) Q' > P', il s'ensuit que le dénominateur 
(Q'y + P') Q' est > (Qî/ + P') P'i d'ailleurs y est > 1 ; donc, par 



Digitized by 



DES RÉDUITES. 20» 

cette double raison, la différence entre x et ^ est numériquement 

. ^ P 
moindre que la différence entre x et p. 

Remarque. — Puisque, d'après la remarque du n° 1 70, les réduites 
de rang pair sont des fractions plus grandes, et les réduites de rang 
impair sont des fractions plus petites que la valeur de a:, et que 
d'ailleurs, en vertu de ce qui vient d'être démontré, les réduites 
convergent sans cesse vers la valeur de x, à mesure qu'elles s'éloignent 
de la première réduite , on doit nécessairement conclure : 

1° Que les réduites de rang pair vont en diminuant de valeur, 
à partir de la seconde ; 2° Qu'au contraire , les réduites de rang 
impair, à partir de la première, vont en augmentant de valeur. 

172. Quatrième propriété. — Le degré d'approximation que 
donne chaque réduite , peut être évalué de plusieurs manières : 

D'abord, de ce que (n° 170) la valeur de x est comprise entre 

P 0 

deux réduites consécutives quelconques p, ^7, il s'ensuit que la 

différence entre x et l'une de ces réduites est moindre que p^p, 

différence qui existe entre les deux réduites. Donc déjà , l'erreur 
commise lorsqu'on prend une de ces deux réduites pour la valeur de x, 
est moindre que l'unité divisée par le produit de leurs dénominateurs. 

En second lieu, puisque la différence entre x et ^7 est , abstrac- 
tion faite du signe, exprimée (n° 170) par ÇffijZpFJjg ' el ^ ue 

l'on a y > 1 , d'où ( Q'y + P') Q' > ( Q'-f- P / ) Q', il en résulte néces- 
sairement 



Q'^(Q'+P')Q" 
et à fortiori, x ~9 7 <ç r> . 

Ainsi, la différence entre x et 2,, ou l'erreur commise lorsqu'on 
prend^p pour la valeur de x, est moindre que V unité divisée par le 
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produit du dénominateur de la réduite, multiplié par la somme faite 
de ce même dénominateur et de celui de la réduite précédente; ou moins 
exactement , mais en termes plus simples, que Vunité divisée par le 
carré du dénominateur de la réduite considérée. 

JV. B. Il est à remarquer que les trois propriétés précédentes re- 
posent sur le même calcul, celui du n° 170 : ce qui en rend les dé- 
monstrations plus faciles à retenir. 

17Î. Cinquième et dernière propriété. — Une réduite de rang 
quelconque approche plus de la valeur de x, non-seulement qu'aucune 
des réduites nrécédentes . mais encore au* aucune autre fraction dont le 
dénominateur est moindre que celui de la réduite considérée; en sorte 
que Ton peut assurer qu'il n'existe pas d'autre fraction qui , en ter- 
mes plus simples, donne une valeur plus approchée de x. 

Soient ^7 la réduite que Ton considère, et — une fraction quel- 
\£ m 



conque , telle que l'on ait wi'<Q'; je dis que — r n'approche pas 

tn 

plus de x que ^7. 

m 

En effet, remarquons d'abord que la fraction ^ ne saurait être 
0 P 

comprise entre ^7 et ^7; car, pour que cela fût , il faudrait que la 

fil P WlP' *— Pfft' 

différence entre —, et p, savoir, — — , fût numériquement 

1 0 P 

moindre que la différence pr^r entre ^7 et p: ce qui est impossible 

puisque mP' — Pm', nombre entier, est au moins égal à 1 , et que 
m'P' est plus petit que P'Q', à cause de l'hypothèse m' < Q\ ( On ne 

Ml P 

peut supposer mP' — Pm' = 0 , car il en résulterait — > = 

m 0 
et la fraction ^7 étant identique avec la réduite qui précède ^7, la 

proposition serait déjà démontrée. ) 

P 0 

Puis donc que x est compris entre pret^?, et que, d'après ce 

qui vient d'être dit, il ne peut en être de même de la fraction ^7, 
il s'ensuit nécessairement que, si l'on écrit ces quatre nombres par 
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ordre de grandeur, on ne poinra former que les deux combinaisons 
suivantes : 

P Q m m P Q 

P 7 ' *' S?'^' 0U m"F' Xf Q" 

Dans le premier cas, il est évident que la différence entre x et — , 

m 

est plus grande que la différence entre x et ^. 
Dans le second, elle est plus grande que la différence entre x et 

P 

pr, et à plus forte raison, plus grande que celle qui existe entre x 

et %. C. Q. F. D. 
C'est au reste ce qu'on peut encore reconnaître en calculant, d'à- 

AU 

près le procédé du n° 170, la différence x ?, et comparant 

m 

son expression à celle de la différence x — ^7, établie même nu- 
méro. 

1 74. Pour terminer la théorie élémentaire des fractions conti- 
nues, nous indiquerons l'usage qu'on peut en faire dans l'évaluation 
approximative d'une fraction irréductible dont les termes sont très- 
grands. 

On réduit d'abord le nombre proposé en fraction continue, d'après 

le procédé du n° 164; puis on forme les réduites consécutives^ 

en suivant la loi du n° 166. On obtient ainsi une série de fractions 

alternativement plus grandes et plus petites que le nombre proposé 

(n° 170); et parmi ces fractions, on choisit celle qui donne le degré 

d'approximation que Von désire avoir pour la fraction. Ce degré est 

1 10 
(n° 172) marqué par (Q',[_p)Q> m > *' q 7 ^ considérée. 

La réduite doit être (n° 171 ) d'un rang d'autant plus éloigné qu'on 
veut avoir un plus grand degré d'approximation. 

Soit proposé, pour exemple, d'évaluer approximativement le rap- 
port de la circonférence au diamètre. 

On sait que ce rapport, exprimé en décimales , a pour valeur , à 

3 1 4 1 59 

moins d'un cent-millième près , 3,14159, ou j { 
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On trouve d'abord pour la valeur de ce nombre réduit en frac- 
tion continue, 



8 " ,89 ou* = *+-L r 



ITITIIIII 



18+ f 

28 -fi 



ce qui donne, pour les réduites consécutives , d'après la loi du nu* 
raéro 166, 

M2 m B 9208 056a 76149 814189 
r 7 ' 106' 113' 2981 ' 3044' 24239' 100000* 

22 

En prenant d'abord -y pour la valeur du nombre proposé , on 

commettrait une erreur moindre que 7 ^ ? _^^ , ou ^ ; mais cette 
réduite donne encore un degré d'approximation plus considérable : 

22 333 

car , puisque le nombre proposé est compris entre -y- et — , il 
22 

s'ensuit que — diffère de ce nombre d'une quantité moindre que 
22 333 1 

- — j^, ou ^jj; ainsi , l'erreur commise est beaucoup moindre 

1 22 1 

que -j^. Aussi ce nombre ~ ou 8 y , est-il fréquemment employé 

pour exprimer le rapport de la circonférence au diamètre. C'est le 
rapport donné par Archimcde. 

355 

La quatrième réduite, | , qui n'est pas beaucoup plus compli- 



quée que » donne une valeur bien plus approchée : car le nombre 

■ * ■ 

355 9208 

proposé étant compris entre jj^ et , la différence entre ce 
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855 1 
nombre et ^ est moindre que fraction évidemment 

plus petite que 0,00001 . Il est à remarquer que les deux fractions 
okk âl-4159 

— -et nnnn ■, dont la première est exprimée en termes bien plus 
118 100000 

simples , donnent , en décimales , la même approximation pour le 
rapport de la circonférence au diamètre. C'est le rapport donné par 
Adrien Métius. Les réduites suivantes sont trop compliquées pour 
être substituées avec avantage au nombre proposé. 

Nous ne pousserons pas plus loin l'examen des propriétés des 
nombres ; mais nous recommanderons aux jeunes gens qui, déjà fa- 
miliarisés avec l'analyse algébrique, voudraient étendre leurs con- 
naissances sur cette partie, la lecture de deux ouvrages intitulés : 
Tliéorie des nombres, par Legendre, et Disquisitiones Aritkmeticœ , 
de Gauss, ouvrage traduit avec beaucoup de succès par M. Poulet- 
Delisle. 



- 



CHAPITRE VI. 

Formation des Puissances, et extraction des racines carrées et 

cubiques des nombres. 

§ I er . Formation du carré et extraction de la racine carrée. 

175. flottons préliminaires. — On appelle carré ( n° 108) ou seconde 
puissance d'un nombre , le produit de ce nombre multiplié par lui- 
môme, ou le produit de deux facteurs égaux à ce nombre, et racine 
carrée ou 2 me d'un nombre, un second nombre qui , multiplié par 
lui-même, ou élevé au carré, donne pour résultat le nombre proposé. 

Ainsi , 7 a pour carré 49 ; et réciproquement, 49 a pour racine 
carrée 7. De même, 12 a pour carré î% X 12 ou 144 ; et réciproque- 
ment, la racine carrée de 144 est 12. 

La formation du carré d'un nombre entier ou fractionnaire 
n'exige aueun procédé particulier : il suffit de multiplier ce nombre 
par lui-même, d'après les règles connues. 

Mais il n'en est pas de même de l'extraction de la racine carrée, 
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qui a pour objet : Un nombre étant donné, trouver le nombre qui, mul- 
tiplié par lui-même, peut produire le nombre proposé. Cette question 
ne peut être résolue que par une opération essentiellement diffé- 
rente de celles qui ont été exposées jusqu'ici ; elle est d'ailleurs d'une 
très-grande importance dans la Géométrie et dans l'Algèbre. 
Cela posé , les dix premiers nombres entiers étant : 1 »'••* ' 

1, 2, 8, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, <' 
dont les carrés sont 

1, 4, 9, 16, 25, 86, 49, 64, 81, 100, 

il en résulte que réciproquement, lès nombres de la seconde ligne 
ont pour racines carrées les nombres de la première. 

A l'inspection de ces deux lignes , on reconnaît que , parmi les 
nombres entiers d'un ou de deux chiffres , il n'y en a que neuf qui 
soient des carrés d'autres nombres entiers; les autres ont pour racine 
carrée un nombre entier plus une fraction. 

Ainsi, 88, qui est compris entre 49 et 64, a pour racine carrée 7 
plus une fraction. De même, 91 a pour racine carrée 9 plus une 
fraction. 

176. Mais, ce qui est très-remarquable, c'est qu'un nombre entier 
qui n'est pas le carré d'un autre nombre entier, ne peut pas avoir non 
plus pour racine un nombre fractionnaire exact. 

Cette proposition qui, au premier abord, peut paraître un para- 
doxe, est une conséquence du principe établi (n° 180) sur la divi- 
sibilité des nombres. En effet, pour qu'un nombre fractionnaire 

exact , ^ , puisse être regardé comme la racine carrée d'un nombre 

entier, il faut que son carré, | x £ , ou £ , soit égal à un nom- 
bre entier. Or, cela est impossible : car, supposons, ce qui est tou- 
jours permis, que| soit réduit à sa plus simple expression ; o* et 6* 

n'ont pas (n° 180) d'autres facteurs premiers que ceux qui entrent 
dans a et 6; et puisque ces deux derniers nombres sont premiers 

entre eux , il en est de même de a* et 6». Ainsi, ^ est un nombre 

fractionnaire irréductible, et ne peut, par conséquent, être égal à un 
nombre entier. 



Digitized by Google 



D'UN NOMBRE ENTIER. 211 

La racine carrée d'un nombre entier qui n'est pas le carré d'un 
autre nombre entier, ne pouvant être exprimée par aucun nombre 
exact , s'appelle nombre incommensurable ou irrationnel; c'est-à-dire 
qui ne peut pas se mesurer exactement au moyen de l'unité. Ainsi, 
|/2, {/ 5, {/ il , sont des nombres incommensurables ou irra- 
tionnels. 

On dit alors que le nombre proposé n'est pas un carré parfait. 

177. La différence de deux carrés parfaits consécutifs est d'autant 
plus considérable que les racines de ces carrés sont plus grandes; et 
l'expression de cette différence est utile à connaître. 

Soient, à cet effet, deux nombres entiers consécutifs, a et a -f- 1 . 

On a(n° 112) (o + 6) f = (a+ 6)(o+ b) mm a> + %ab + 6»; 
d'où, en faisant 6 = 1, (a + i) , = a , -f 2a + 1. 

La différence entre (a -f- 1 )* et a* est donc 2a + 1 ; d'où l'on 
voit que la différence entre les carrés de deux nombres entiers consé- 
cutifs est égale au double du plus petit de ces deux nombres , augmenté 
d'une unité. Ainsi , la différence entre les carrés de 348 et de 347, 
est égale à 2 fois $47 plus 1 , ou à 698 ; ou bien, en d'autres termes, 
les carrés de 847 et de 348 comprennent 694 nombres entiers , qui 
ne sont pas des carrés parfaits. 

Ces notions établies , proposons-nous de rechercher un procédé 
pour extraire la racine carrée d'un nombre , en commençant par 
les nombres entiers. 

178. Extraction de la racine carrée d'un nombre entier. - 

Si le nombre n'a qu'un ou deux chiffres, sa racine s'obtient immé- 
diatement d'après l'inspection des neuf premiers nombres ( n 9 17$) j 
considérons donc un nombre de plus de deux chiffres , 6084 , par 
exemple. 

Ce nombre étant composé de plus de deux 
chiffres, sa racine en a plus d'un ; d'ailleurs , 
il est plus petit que 10000, qui est le carré 
de 100 ; ainsi , la racine n'a ni plus , ni 
moins, que deux chiffres, c'est-à-dire qu'elle 
renferme des dizaines et des unités. Or, si 
Ton désigne les dizaines par a, et les unités 
par 6, on a (n° 177) 

6084 = ( a + 6 )» = a 9 + ïab + 6» ; 

ce qui prouve que le carré d'un nombre composé de dizaines et 
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d'unités, renferme le carré des dizaines, plus le double produit des 
dizaines par les unités, plus le carré des unités. 

Cela posé, si Ton pouvait découvrir dans 6084 le carré des 
dizaines de la racine , on obtiendrait facilement les dizaines; mais 
le carré d'un nombre exact de dizaines ne pouvant donner qu'un 
nombre exact de centaines , il s'ensuit que ce carré doit se trouver 
dans la partie 60 à gauche des deux derniers chiffres, que l'on sépare, 
pour cette raison , par un point ; mais cette partie peut d'ailleurs, 
outre le carré des dizaines , renfermer des centaines et des mille , 
provenant des autres termes du carré. Or, le nombre 60 est compris 
entre les deux carrés 49 et 64 , dont les racines respectives sont 
7 et 8; et, je dis que 7 est le chiffre des dizaines cherché : car 6000 
est évidemment compris entre 4000 et 6400, qui sont les carrés de 
70 et 80; il en est de même de 6084. Donc la racine demandée se 
compose de 7 dizaines , et d'un certain nombre d'unités moindre 
que dix. 

Le chiffre des dizaines , 7 , étant trouvé , on l'écrit à droite du 
nombre donné, en le séparant par un trait vertical; puis on re- 
tranche son carré 49 , de 60 , ce qui donne 1 1 pour reste, à côté 
duquel on abaisse les deux autres chiffres, 84. Le résultat 1184 de 
cette première opération contient encore le double produit des dizai- 
nes par les unités et le carré des unités. Or , des dizaines multipliées 
par des unités ne pouvant donner au produit des unités moindres 
que des dizaines , le dernier chiffre 4 ne fait pas partie du double 
produit des dizaines par les unités, ainsi, ce double produit se trouve 
renfermé dans la partie à gauche 118, qu'on sépare du chiffre 4 par 
un point. 

Donc , si l'on double les dizaines, ce qui donne 14, et qu'on di- 
vise 118 par 14 , le quotient S est le chiffre des unités, ou un chiffre 
plus fort que celui des unités. Ce quotient ne peut pas être trop fai- 
ble, puisque 118 contenant le produit du double des dizaines, 14, 
par les unités , il faut qu'on puisse en retrancher le produit de 14 
par le chiffre qu'on essaye ; mais il peut être trop fort, parce que 118, 
outre ce double produit , contient encore des dizaines provenant 
du carré des unités. Pour vérifier si le quotient 8 exprime les unités, 
il suffit de l'écrire à la droite de 14, ce qui donne 148, puis au-des- 
sous de lui-même, et de multiplier 148 par 8. On forme évidemment 
par là 1° le carré des unités, 2° le double produit des dizaines par 
les unités. Or , cette multiplication effectuée donne pour produit 
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1184 , nombre égal au résultat de la première opération; et en le 
retranchant de ce résultat, on a 0 pour reste ; donc 78 est la racine 
demandée. 

En effet, il résulte des opérations précédentes, que Ton a retran- 
ché successivement de 6084, le carrée de 7 dizaines ou de 70, plus 
le double produit de 70 par 8 , plus enfin le carré de 8, c'est-à-dire 
les trois parties qui entrent dans la composition du carré de 70 + 8 
ou 78; et comme le résultat de la soustraction est 0, il s'ensuit que 
6084 est égal au carré de 78. 

Soit, pour second exemple, le nombre 841. 

Ce nombre étant compris entre 100 et 1000, 8.4 1 I 29 
sa racine se compose encore de deux chiffres , _4_ | 49 

ou de dizaines et d'unités. On prouvera, 4 4.1 9^ 

comme dans l'exemple précédent, que la ra- 4 4 1 441 
cine du plus grand carré contenu dans 8, ou 0 
dans la partie à gauche des deux derniers 
chiffres , est le chiffre des dizaines de la racine. Or, le plus grand 
carré contenu dans 8 est 4 , dont la racine est 2 : c'est le chiffre des 
dizaines. Si l'on retranche le carré de 2 , ou 4 , du nombre 8 , il 
reste 4 ; abaissant à côté de ce reste la tranche suivante 41, on ob- 
tient 441 , résultat qui renferme encore le dovble produit des dizaines 
par les unités, plus le carré des unités. 

On prouvera encore , comme dans l'exemple précédent , que, si 
l'on sépare le dernier chiffre 1 par un point, et qu'on divise la partie 
à gauche 44 par 4, double des dizaines, le quotient sera le chiffre des 
unités, à moins qu'il ne soit plus fort que ce chiffre. Ici, le quotient 
est 1 1 , et il est évident qu'on ne peut pas avoir plus de 9 pour les 
unités ( car autrement, ce serait supposer que le chiffre trouve pour 
les dizaines ne serait pas le véritable). U faut donc essayer 9 : pour 
cela , on place 9 à la droite de 4, double des dizaines, puis au-des- 
sous de lui-même , et Ton multiplie 49 par 9. Or, cette multiplica- 
tion donne le produit 441 , qui est égal au résultat de la première 
opération ; ainsi , 29 est la racine demandée. 

En réfléchissant sur le procédé qu'on vient de suivre pour ex- 
traire la racine carrée d'un nombre de trois ou de quatre chiffres, on 
voit qu'il se compose de deux opérations principales. La première 
consiste, après avoir séparé les deux derniers chiffres a droite, à 
extraire la racine du plus grand carré contenu dans la partie à gauche, 
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et à retrancher ce carré. Cette racine exprime nécessairement les 
dizaines de la racine totale ; car le carré de cette racine suivie d'un 
zéro , et le carré de cette môme racine augmentée d'une unité et 
suivie également d'un zéro , comprennent évidemment le nombre 
proposé. La seconde opération consiste, après avoir abaissé les deux 
chiffres à droite du reste, et après avoir séparé le dernier de ces 
deux chiffres par un point, consiste, dis-je, à diviser la partie à 
gauche par le double du chiffre déjà trouvé à la racine. Le quotient 
exprime les unités, à moins qu'il ne soit trop fort; et pour s'assurer 
s'il n'est pas trop fort , on forme le carré de ce quotient, et le pro- 
duit du double des dizaines par ce quotient. Si la somme qu'on ob- 
tient est égale ou inférieure au résultat de la première opération, 
on est sûr que le quotient représente les unités, et on l'écrit alors à 
la droite des dizaines ; dans le cas contraire, on diminue le quotient 
d'une ou de plusieurs unités. 

Remarque. — Dans la recherche de la racine carrée d'un nombre, 
on ne peut obtenir d'abord le carré des unités : car ce carré donne 
en général (n° 175) des dizaines qui se combinent avec celles que 
fournit le double produit des dizaines par les unités ; en sorte qu'il 
est impossible de déterminer d'une manière précise dans quelle 
partie du nombre proposé se trouve le carré des unités. 

Nous prendrons , pour troisième exemple , un nombre qui n'est 
pas un carré parfait : soit le nombre 1287. 

En appliquant à ce nombre le procédé ci- 1 2.8 7 35 
dessus, on trouve 85 pour racine, et 62 pour 9 65 
reste ; ce qui indique que le nombre 1287 n'est 3 8.7 5 
pas un carré parfait , mais qu'il est compris 8 2 5 325 
entre le carré de 35 et celui de 36. En effet, le 6 2 

carré de 85 est 1225, et celui de 36 est 1296, 
nombre qui surpasse 1225 de 71 ou de 85 X 2 + 1 (n° 177). 

Ainsi, lorsqu'un nombre entier n'est pas un carré parfait, le pro- 
cédé prescrit fait connaître la racine du plus grand carré contenu 
dans ce nombre, ou bien encore , la partie entière île la racine carrée 
de ce nombre. 

Nous verrons bientôt comment on obtient approximativement la 
fraction qui doit compléter la racine. 

179. Passons à l'extraction de la racine carrée d'un nombre de 
plus de quatre chiffres. 
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Soit 56821444 le nombre proposé. 



5 6.8 2.1 4.4 4 


7538 






4 9 


145 


1503 


15068 


7 8.2 


5 




8 


7 2 5 


725 


4509 


120544 



5 7 1.4 
4 5 0 9 

1 2 0 5 4.4 
12 0 5 4 4 
0 

Le nombre proposé surpassant 10000, sa racine doit être plus 
grande que 100, c'est à-dire avoir plus de deux chiffres. Mais, quoi 
qu'il en soit , on peut toujours la regarder comme une collection 
d'unités simples et de dizaines (car soit 5367 un nombre quelconque, 
il est décomposable en 5860 + 7, ou 5S6 dizaines plus 7 unités). 

Dés lors, le carré de cette racine, ou le nombre proposé, se com- 
pose de trois parties , savoir : le carré des dizaines , plus le double 
produit des dizaines par les unités, plus le carré des unités. Or, le 
carré des dizaines donne au moins des centaines ; donc la dernière 
tranche, 44, ne peut en faire partie ; et c'est dans la partie à gauche 
que se trouve ce carré. 

Je dis maintenant que, si l'on cherche la racine du plus grand 
carré contenu dans 568214 considéré comme exprimant des unités 
simples, on aura le nombre total des dizaines de la racine demandée. 

En effet, soit a la racine du plus grand carré contenu dans 56821 4 ; 
il s'ensuit d'abord que la racine demandée a au moins un nombre a 
de dizaines, puisque a* X 100 peut alors être retranché de 56821400, 
et à fortiori, de 56821444. D'ailleurs, la racine ne saurait avoir 
(o + 1 ) dizaines; car (a + 1 )* étant plus grand que 568214, 
(a + 1 )* X 100 surpasse 56821400 d'une centaine au moins, et 
par conséquent est plus grand que 56821444. 

Dqnc enfin, la racine demandée se compose de a dizaines plus un 
certain nombre d'unités moindre que dix; et la question est ainsi 
ramenée à extraire la racine carrée du nombre 568214, considéré, 
pour le moment, comme exprimant des unités simples. 

En raisonnant sur ce nombre comme sur le nombre proposé, on 
est conduit , pour avoir les dizaines de sa racine, à extraire la ra- 

14* 
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due du plus grand carré contenu dans la partie gauche de 1-4, c'est- 
à-dire dans 5082 ; et pour obtenir les dizaines de cette nouvelle 
racine, il faut encore faire abstraction des deux derniers chiffres 82, 
et extraire la racine du plus grand carré contenu dans 36. 

Extrayons donc la racine de 56 : il vient 7 pour 49 ; on écrit 7 à 
la droite du nombre proposé, et Ton retranche 49 de 56, ce qui 
donne pour reste 7, à côté duquel on abaisse la tranche suivante 82 
(parce qu'il faut maintenant déterminer le second chiffre de la ra- 
cine du plus grand carré contenu dans 5682). Séparant le dernier 
chiffre à droite de 782, puis divisant 78 par 14, double de la racine 
déjà trouvée, on a pour quotient 5 que l'on écrit à la droite de 14, 
ce qui donne 145 ; puis écrivant 5 au-dessous de 145, on multiplie 
145 par 5 , et l'on soustrait le produit 725, de 782 ; 75 représente 
alors la collection des dizaines de la racine du nombre 508214. 

Pour en obtenir les unités, on abaisse à côté du reste 57, la tran- 
che 14, ce qui donne 57 14 dont on sépare le dernier chiffre. Divisant 
671 par 150, double de la racine déjà trouvée, on a pour quotient 8 
que l'on écrit à droite de 150, ce qui donne 1508; puis écrivant 3 
au-dessous de 1503, on multiplie 1603 par 3 et l'on retranche le 
produit 4609, de 5714 ; 758 exprime alors le notnbre total des dizai- 
nes de la racine demandée. 

Enfin, pour avoir le chiffre des unités, on abaisse à côté du reste 
1205 , la dernière tranche 44; puis, faisant abstraction du dernier 
chiffre, on divise la partie à gauche 12054 par 1506, double de la 
racine déjà trouvée ; il vient pour quotient 8 que l'on écrit à la 
droite de 1500, ce qui donne 15008. Multipliant 15068 par 8, et 
soustrayant le produit 120544, on obtient zéro pour reste. Donc 
7538 est la racine demandée. Pour vérifier l'opération, il suffit de 
multiplier 7538 par lui-même , d'après les règles de la multiplica- 
tion arithmétique. 

Si l'on a bien saisi les différentes parties de l'opération précé- 
dente, on en conclura facilement le procédé suivant : 

Séparez le nombre en tranches de deux chiffres chacune, à commencer 
par la droite (le nombre des tranches est égal au nombre deschiffres 
de la racine). Prenez la racine du plus grand carré contenu dans la 
première tranche à gauche, qui peut n'avoir qu'un seul chiffre, et re- 
tranchez le carré du chiffre trouvé, de la première tranche à gauche. 

abaissez à côté du reste la seconde tranche à gauche, dont vous sépa- 
rez le dernier chiffre par un point; puis divisez la partie à gauche de 
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ce chiffre par le double de la racine déjà trouvée. Écrivez le quotient à 
côté du double de la racine; multipliez le nombre ainsi formé, par ce 
quotient, et retranchez le produit, du premier reste suivi de la seconde 
tranche. 

abaissez à côté du nouveau reste la troisième trancluj; séparez le der- 
nier chiffre, et divisez la partie d gauche par le double de la racine déjà 
trouvée; écrivez le quotient à la droite de ce diviseur, puis multipliez 
le nombre ainsi formé, par le quotient, et retraite liez le produit, du 
second reste suivi de la troisième tranche. Continuez ainsi cette série 
d'opérations jusqu à ce que vous ayez abaissé toutes les t rancîtes. 

Si , à la lin de toutes ces opérations, vous n'obtenez aucun reste , 
le nombre proposé est un carré parfait. Si vous obtenez un reste, 
le nombre n'est pas un carré parfait; mais vous connaissez alors la 
racine du plus grand carré contenu dans le nombre, ou, ce qui revient 
au même, la partie entière de la racine carrée de ce nombre. Ce reste 
doit être (n° 177) moindre que le double de la racine trouvée, 
plus 1 : autrement, les chiffres de la racine auraient été mal déter- 
minés. 

180. Nous proposerons, pour nouvelles applications, d'extraire 
les racines carrées des nombres 17698849 et 698485; on trouvera 

\/ 17698849=4207, {/ 698485=83o, avec un reste 1260. 

Première remarque. — Dans le premier de ces deux exemples , 
quand on a abaissé l'avant-dernière tranche et séparé le dernier 
chiffre , comme la partie gauche se trouve moindre que le double 
de la racine déjà trouvée, cela indique que la racine n'a pas d'unités 
de l'ordre des dizaines ; alors il faut mettre un 0 à la racine afln de 
donner aux chiffres déjà obtenus leur valeur relative. 

Deuxième remarque. — Il résulte de la nature même du procédé 
précédent, que le nombre des chiffres de ïh racine est égal au nombre 
des tranefuîs de deux chiffres qu'on peut former dans k nombre proposé. 
Mais cette proposition se démontre à priori, c'esl-à-dire sans le se- 
cours du procédé. 

En effet, le carré de 10"- * , ou du plus petit uouibre de «chif- 
fres . est égal à l'unité suivie de 2 (n— 1) ou de (2/i — 2) zéros , et 
exprime le plus petit nombre de (2w — 1) chiffres. 

D'un autre côté, le carré de 10", ou du plus petit nombre de 
(» + 1 ) chiffres, est égal à l'unité suivie de 2» zéros, et exprime 
le plus petit nombre de (2n + 1 ) chiffres. 
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Donc tout nombre composé de (In — 1 ) chiffres , ou de 2n au 
plus, c'est-à-dire un nombre décomposable en n tranches de 2 chif- 
fres (dont l'une peut n'avoir qu'un seul chiffre), a sa racine comprise 
entre 10 n - 1 et 10", et par conséquent composée de n chiffres. 

181 . Troisième remarque. — On reconnaît souvent à la simple in- 
spection d'un nombre entier , qu'il n'est pas un carré parfait ; et 
cela peut être utile dans la pratique. Voici les indices principaux : 

1° Tout nombre pair pouvant être exprimé par 2n, son carré in* 
est essentiellement divisible par i. 

Ainsi : Tout nombre pair qui n'est pas divisible par i (n° 186), n'est 
pas un carré parfait. De même, le carré d'un nombre impair (2»-f-l ) 
étant (in* + in -f 1), nombre qui , diminué d'une unité , devient 
nécessairement divisible par i , il s'ensuit que tout nombre impair 
1 qui, diminué de i, ne donne pas un résultat divisible par i, ne peut 
être un carré parfait. 

2° En général , Tout nombre qui, ayant un facteur premier a, n'est 
pas divisible para*, ne peut être un carré parfait. Car , la racine car- 
rée de ce nombre, si elle était entière, ne pourrait être (n° 130) que 
de la forme an dont le carré «V est divisible par a*. Ainsi, un nom- 
bre divisible par 8 ou 5 doit être en même temps divisible par 9 ou 
25 pour pouvoir être un carré parfait. De même, un nombre divi- 
sible par 15, doit être divisible par 225, même numéro, pour pou- 
voir être un carré parfait. 

8° Aucun nombre terminé par un des quatre chiffres 2,8,7,8, 
ne peut être un carré parfait. Car, d'après la composition du carré 
d'un nombre qui renferme plus d'un chiffre (n° 175), les unités 
simples de ce carré ne peuvent provenir que du carré des unités 
de la racine. Or, en formant les carrés des neuf premiers nombres, 
on voit qu'aucun d'eux n'est terminé par les chiffres, 2,8, 7,8. 

i° Aucun nombre terminé jtar le chiffre 5, ne peut être un carré par- 
fait si le chiffre de ses dizaines n'est pas 2. Ce caractère se déduit en- 
core de la composition du carré d'un nombre de deux ou plusieurs 
chiffres. Les deux derniers chiffres du nombre proposé ne peuvent, 
dans ce cas , provenir du carré des unités de la racine, puisque le 
chiffre des unités étant 5, le double produit des dizaines par ce 
chiffre est nécessairement un certain nombre de centaines. Or, le 
carré de 5 est 25 ; donc le nombre doit être terminé par 25. 

5° Enfin , Aucun nombre terminé par des zéros en nombre impair 
ne peut être un carré parfait. Cela est évident , puisque, si la racine 
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était exacte, elle ne pourrait être qu'un nombre entier terminé par 
un ou plusieurs zéros; et son carré devrait être terminé par deux 
fois autant de zéros qu'il y en aurait à la racine , et par conséquent, 
par un nombre pair de zéros, ce qui serait contraire à la supposition. 

Extraction de la racine carrée per approximation. 

182. Lorsqu'un nombre entier n'est pas le carré d'un autre nom- 
bre entier, on ne peut (n° 176) obtenir la valeur exacte de sa racine 
carrée ; mais il est du moins possible d'approcher autant que l'on 
veut de la véritable valeur de cette racine. 

Avant d'exposer les règles relatives à l'évaluation approchée des 
racines carrées, il est nécessaire d'établir que, le carré d'une frac- 

fl fl fl fl^ 

tion ou d'un nombre fractionnaire , ^ , étant ^ X £ ou ^ , récipro- 
quement, la racine carrée de ^ est ^. 

Donc , pour extraire la racine carrée d'une fraction dont les deux 
termes sont des carrés parfaits, il suffit d'extraire la racine carrée du 
numérateur et celle du dénominateur, puis de diviser la première par 
la seconde. 

Cela posé , soit , en général , proposé d'extraire la racine carrée, à 

une fraction près, i [voyez la note du n° 93), d'un nombre a, entier 

ou fractionnaire ; supposons, en d'autres termes, que l'on demande 
un nombre qui diffère de la racine carrée de a, d'une quantité 

moindre que la fraction -. 

Pour y parvenir, observons que a peut être mis sous la forme 

Or, si l'on désigne par r la partie entière de la racine carrée de a/i*, 

ce nombre a/i* est alors compris entre r 1 et (r + *)*» donc aussi 

an* r 1 ( r 4- 1 )* 

est compris entre ^ et v ^ a ' ; par conséquent , la racine 

r* ( r4- 1 f 

de a est elle-même comprise entre celles de -j et de * — c'est 



à- dire entre - et ' * . 
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y 

Donc , enfin , - représente la racine carrée de a, à nne fraction 
1 

^— • 
n 

D'où Ton peut conclure le procédé suivant : Multipliez le nombre 
donné a , par le carré du dénominateur n, de la fraction qui détermine 
le degré d'approximation que vous voulez avoir; extrayez la partie en- 
tière de la racine carrée du produit, et divisez cette partie entière par le 
dénominateur n. 

Soit , pour premier exemple , à extraire la racine carrée de 59 , 

Multipliez 59 par (12)" ou 144 ; il vient 8496 dont la racine 
carrée a pour partie entière 92. 

Donc j|ou 5| est la racine carrée de 59, à ~ près. 

Répétons, sur cet exemple, la démonstration qui a été développée 
ci-dessus. 

Le nombre 59 peut être mis sous la forme ^ (13)'^ 

8-496 

ou , effectuant les calculs du numérateur, t— — . 

(l2) 

Mais la racine de 8496, à une unité près, étant 92, il s'ensuit que 

8496 WA . (92)* (93)» , 

j-^-ou 59, est compris entre et Donc la racine car- 

92 93 

rée de 59 est elle-même comprise entre et -~ ; c'est-à-dire que 

92 93 
cette racine diffère en moins de ^ et en plus de y^'d' 1 " 16 fractio* 

- —A ' 

m m ^ , . , 92 . 98 t 8464 8649 

En effet , les carrés de et de — sont > (j^i ' nombpe * 

qui comprennent entre eux ^ou 69. 

Soit, pour second exemple, le nombre fractionnaire 31 ^ ou 

221 1 

—, dont on demande ia racine carrée à ^ près. 
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22 1 22 1 X (23^* 
Le produit de — par (28)* est ^ v ■ , ou effectuant les 

i i R909 

calculs indiqués au numérateur, — - — , ou effectuant la division, 

16701 y, nombre dont la racine carrée, à une unité près, est 129. 

129 14 4 1 

Ainsi , -~ °« S 23 est Ia racine carréc de âl j » à ^8 près * 

Dans l'exemple précédent , on a extrait la racine carrée 

2 2 
de 16701 yen faisant abstraction de la fraction y, parce qu'il est 

évident que, si 16701 est compris entre les carrés de 129 et de 130, 

il doit en être de même de 16701 y. 

Cette observation est applicable à tous les cas où l'on a besoin 
de connaître seulement la partie entière de la racine carrée d'un 
nombre fractionnaire : il suffit de considérer la partie entière con- 
tenue dans ce nombre, et d'en extraire la racine à une unité près. 

Nous proposerons, pour exercice, les exemples suivants : 



11 = l5 = S Ï6' à Ï3 preS; 



y/7, 

■ /«.. 897 ., 37 . 1 , 

V » 8 =lô = U 4Ô' à 4Ô preS; 

. /„„ 8 178 .18 .,9.1 

V 79 n=w =8 2ô =8 ïô- à 2ô pres ' 

V 



7 _22_U 1 rè s 



L'artifice qui sert de base au procédé pour approcher de la ra- 
cine carrée d'un nombre , consiste à comprendre le nombre proposé 
entre les carrés de deux nombres fractionnaires dont k dénominateur 
commun soit celui de la fraction qui détermine l'approximation, et dont 
les numérateurs ne diffèrent entre eux que de V unité. 

188. L'approximation en décimales, qui est la plus usitée, est une 
conséquence de la règle précédente. 

Pour obtenir la racine carrée d'un nombre entier à ~, — , 
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. . près, il faut, en vertu de cette règle, multiplier le nom- 
bre proposé par (10)*, (100)*, (1000)». . . . , c'est-à-dire, placer à la 
droite du nombre, deux, quatre, six. . . . zéros, puis extraire la racine 
carrée du produit, à une unité près , et diviser cette racine par 10 , 
100, 1000. ... 

En d'autres termes, écrivez à la droite du nombre proposé deux fois 
autant de zéros que vous voulez avoir de chiffres décimaux; extrayez 
la partie entière de la racine carrée de ce nouveau nombre, et séparez 
vers la droite du résultat le nombre de chiffres décimaux demandé. 

Soit,, par exemple, à extraire la racine carrée de 7, à * prés. 

En écrivant six zéros à la droite de 7, on obtient 7000000, nom- 
bre dont la racine carrée a pour partie entière 2645. Ainsi, 
2,645 est la racine demandée ; ce qui veut dire que la racine carrée 
de 7 est comprise entre 2,645 et 2,646. 

N. D. — Comme , après avoir écrit le nombre de zéros convena- 
ble, on est conduit à séparer le nombre en tranches de deux chiffres, 
à partir de la droite, on peut se dispenser d'écrire d'avance Ici 
tranches de deux zéros, et ne placer chaque tranche qu'au fur et à 
mesure qu'on veut obtenir un nouveau chiffre décimal à la racine. 

Voici le tableau du calcul, pour l'exemple précédent : 



1 

â 0.0 



2645 



4.6 


52.4 


528.5 


0 


4 


5 



2 4 0.0 
Z 0 4 0 0 
â~9~T5 

Donc, 2,645 est la racine demandée. 
On trouverait pareillement, 

l/1S==5,38, à ~ près; 

|/227 = 15,0665,3-^ près. 

nemarque.—LaL fraction décimale provenant de la racine carrée 
d'un nombre entier qui n'est pas un carré parfait , quoique compo- 
sée d'un nombre illimité de chiffres, ne saurait jamais être période 
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que; car sans cela, comme on a vu (n°* 159 et 160) que toute frac- 
tion périodique équivaut à une fraction ordinaire limitée, il en 
résulterait qu'un nombre commensurable serait égal à un nombre 
irrationnel (n° 176), ce qui est absurde. 

1 84. Lorsque le nombre dont on demande d'évaluer la racine 
carrée en décimales est fractionnaire , il peut se présenter deux 
cas : ou le nombre proposé est déjà une fraction décimale, ou bien, 
c'est une fraction ordinaire. Examinons successivement ces deux cas. 

Premier cas. — Soit proposé d'extraire la racine carrée de 3,425. 

Comme , d'après la règle du n° 182, il faut multiplier ce nombre 
par (1000)* ou 1000000, cela revient évidemment à écrire d'abord 
trois zéros à la droite du nombre, puis à supprimer la virgule. On 
obtient ainsi E425000 , nombre dont la racine , à une unité près , 
est 1849. 

Donc, 1,849 est la racine demandée, à ^—^ près. 

Règle générale. — Pour extraire la racine carrée d'une fraction dé- 
cimale, rendez d'abord le nombre des chiffres décimaux double du nom- 
bre des chiffres décimaux que vous voulez avoir à la racine, ce qui se 
fait en écrivant un nombre convenable de zéros à la droite du nombre 
proposé ; faites abstraction de la virgule dans le nouveau nombre, et 
extrayez-en la racine, à une unité près; puis enfin, séparez vers la 
droite de cette racine le nombre de chiffres décimaux demandé. 

Cette règle est d'ailleurs une conséquence du procédé (n° 89) de 
la multiplication des fractions décimales, en vertu duquel le carré 
d'une fraction décimale , ou le produit de cette fraction par elle- 
même , doit contenir le double du nombre des chiffres décimaux 
qui entrent dans la racine. 

N. B. — Dans l'exemple précédent , si l'on demandait la racind 

de 8,425 à ^ près seulement, il suffirait, pour multiplier par (10 v 

ou 100 , d'avancer la virgule de deux rangs vers la droite, ce quy 
donnerait 342,5; puis {N. B., n° 182), faisant abstraction de la 
partie à droite de la virgule, on extrairait la racine carrée de 342 à 
une unité près. On trouverait 18 pour cette racine ; et par consé- 
quent 1 ,8 serait la racine demandée. 
Second cas. — Pour évaluer en décimales la racine carrée d'un 

- 

nombre fractionnaire quelconque, réduisez d'abord le nombre en dé 
cimales, d'après le procédé du n° 91 , et poussez l'opération jusqu'à ce 
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que vous ayez deux fois autant de chiffres décimaux que vous voulez en 
avoir à la racine; puis opérez comme dans le cas précédent» 

Soit, par exemple, à extraire la racine carrée de à près. 

âio 

On trouve d'abord, d'après le procédé cité, -^=23,846; d'où, 
appliquant la règle du premier cas, 



V 



TJ =4 ' 88 ' à ÏM près - 



Voici de nouvelles applications des deux règles précédentes : 
/31,027 = 5,570, à 0,001 près ; 
|/0,0100i=0,1000-i, à 0,00001 près ; 

y/ 2 i| =1,6931, à0,0001 près; 
|i =8,886, à 0,001 près. 



v 



observations importantes sur l'extraction de la racine carrée des 

fractions. 

185. Jusqu'à présent nous avons supposé que, dans l'évaluation 
approchée des racines , le degré d'approximation était indiqué d'a- 
vance ; et les transformations que nous avons fait subir aux nom- 
bres proposés, étaient des conséquences de cette supposition. Mais 
il y a des questions numériques pour lesquelles le degré d'approxi- 
mation n'est pas d'abord fixé; et dans ce cas, il est du moin* 
nécessaire de soumettre les nombres à des préparations qui permet- 
tent de se former une idée nette du degré d'approximation obtenu 
pour le résultat. 

Pour nous faire mieux comprendre, proposons-nous d'extraire ia 

racine carrée d'une fraction ^ ayant pour dénominateur , ou un 

nombre premier, ou un nombre dont les facteurs premiers n'y soient 
élevés qu'à la première puissance : tels sont les nombres 13; 14 
ou2X7; 15 ou 3X5. 
En multipliant les deux termes de cette fraction par le dénomi- 
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ab 

nateur 6, on oblienl -j^; et si l'on désigne par r la partie entière 
de la racine du numérateur ab, il s'ensuit que ~ ou ? est compris 

entremet- — ri— L « Donc la racine carrée de T est elle-même 
6 S 6" o 

comprise entremet * * ; ainsi , £ représente la racine de ^, à une 
fraction près, marquée par^-. 

Le résultat n'est approché ici qu'à * . Mais, si l'on voulait un plus 
grand degré d'approximation, on pourrait chercher la racine carrée 
de ab à une fraction près, i-par exemple. ( Voy. n° 182. ) Désignant 

alors par — la valeur de cette racine, on aurait \/~âb compris entre 
j et r ~^ i , et par conséquent y/ £r ou y/ £ compris entre 
nb nb 

T /a 
Ainsi, ^ serait la valeur de \ / p à une fraction près, mar- 
quée par Jg. 

7 

Soit, par exemple, — la fraction proposée. Cette fraction revient 
à 7 * * 8 ou jl^y. Or, la racine carrée de 91 est 9, à une unité 

(19) (13) 

9 t 

près ; donc est la racine demandée , à — près. 

Veut-on un plus grand degré d'approximation? Extrayant la ra- 
cine carrée de 91 à 0,01 près (n° 188), on trouve 9,58. Donc, 



VI- 



7 953 _j_ 

13 — 18 "îlÔÔ ,a i30(> preS - 



9 

JV. B— Dans cet exemple, on a trouvé j| pour une valeur aporo- 
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< 

7 

chée de la racine carrée de — , c'est-à-dire u ne fraction plus grande 

1 & 

que la fraction proposée elle-même. Or , cela doit être , puisque 
le carré d'une fraction est le produit de cette fraction par elle- 
même , et que , dans la multiplication des fractions proprement 
dites (n° 60), le produit est toujours plus petit que l'un des fac- 
teurs. 

L'artifice de la transformation précédente, qui consiste à multi- 
plier les deux termes de la fraction par le dénominateur, a pour objet 
de rendre le dénominateur un carré parfait, afin que la valeur ap- 
prochée de la racine à extraire , soit représentée par une fraction 
ordinaire exacte , et qu'on puisse juger ainsi du degré d'approxi- 
mation obtenu. Or, nous avons déjà dit (n° 8) qu'on ne peut se 
former une idée nette d'une fraction ou d'un nombre fractionnaire, 
qu'en concevant Yunité divisée en un nombre exact de parties égales 
dont on prend un certain nombre. 

186. Il y a des cas où l'on peut rendre le dénominateur d'une 
fraction un carré parfait sans être obligé de multiplier les deux 
termes par ce dénominateur : ce sont ceux où le dénominateur ren- 
ferme déjà un facteur carré parfait. Dans ce cas, il suffit de multi- 
plier les deux termes de la fraction par le facteur non carré parfait. 



Soit, par exemple, la fraction — . 

Remarquons que 48 est égal à 16 X 3 ou (4) 9 X 3; ainsi, en 

multipliant les deux termes par 8, on a pour fraction équivalente, 

23 X 3 69 
/ , m vV / o \g 0U 7-72775 ; et le dénominateur est ainsi rendu un carré 

(4) a x(*r (i2) 9 

parfait. 

Extrayant maintenant la racine de 69 à ^ près , par exemple . 

8 3 S 3 

ce qui donne 8,3, on trouve ~- ou —-'pour la racine demandée, 

C'est à cette modification qu'on doit rapporter la préparation 
qu'il faut avoir soin de faire subir à toute fraction décimale don 1 
on veut extraire la racine carrée, préparation qui consiste à rendn 
h nombre des chiffixs décimaux pair (s'il ne Test pas déjà). 
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Soit, par exemple, la fraction décimale 5,249. 

Le dénominateur de cette fraction étant 1000 ou 100 X 10, il 
suffit de multiplier par 10 les deux termes de la fraction, ce qui 
revient à placer un 0 à la droite du nombre proposé; et l'on obtient 
ainsi 5,2490. Extrayant alors la racine de 52490 à une unité près , 

on trouve 229. Ainsi , 2,29 est la racine demandée à -— près. 

ÎOO 

187. Presque tous les auteurs, en rendant compte de l'extraction 
de la racine carrée par approximation, établissent en principe, 
que, pour extraire la racine carrée d'une fraction , il faut extraire 
ta racine carrée du numérateur et celle du dénominateur. Ce principe 
est évident (n° 182) lorsque les deux termes sont des carrés parfaits; 
mais il cesse de l'être si les deux termes sont des nombres entiers 
quelconques. Voilà pourquoi nous n'avons établi ce principe que 
pour le cas où les deux termes sont des carrés parfaits. Il résulte 
ensuite de ce qui a été dit n°* 183 et 185, qu'il est encore vrai pour 
une fraction dont le dénominateur est un carré parfait ; et mainte - 
nant, on peut l'admettre pour toute espèce de fraction t sans aucun in- 
convénient, dans les applications numériques, puisque en définitive, 
il faut toujours , pour évaluer la racine carrée de la fraction , en 
venir à rendre le dénominateur un carré parfait. 

188. Scolie général. — Il résulte évidemment des principes qui 
ont été développés ci-dessus, qu'un nombre entier étant donné, on 
peut toujours obtenir l'expression exacte de sa racine carrée si ce 
nombre est un carré parfait , ou bien, une valeur aussi approchée 
que Ton veut de cette racine si le nombre n'est pas un carré parfait; 
et il en est de même des nombres fractionnaires. 

Ces principes sont d'ailleurs tout à tait indépendants du système 
de numération dans lequel on opère; c'est-à-dire que les procédés 
qui ont été établis pour la recherche de la racine carrée des 
nombres, soit entiers , soit fractionnaires, dans le système décimal , 
seraient absolument semblables dans tout autre système de numéra- 
tion. Les commençants , pour se familiariser avec ces procédés , 
feront bien d'effectuer des extractions de racine dans divers sys- 
tèmes, par exemple dans le système duodécimal. Ils reconnaîtront 
sans peine que , pour l'extraction de la racine carrée d'un nombre 
entier, soit exactement, soit en fractions duodécimales, il suffit 
d'opérer d'après les règles exposées aux n°* 179 et 188 ; que, pour 
l'extraction de la racine carrée des fractions, il faut faire subir aux 
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fractions des préparations analogues à celles qui ont été indiquées 
auxn 0 * 184, 185, 186. 

Telle est , enfin , la nature des nombres reconnus pour être des 
carrés parfaits dans le système décimal , que ces mêmes nombres 
exprimés dans un tout autre système, y sont encore des carrés par- 
faits ; et les nombres qui n'ont pas de racines exactes dans le système 
décimal n'en ont pas davantage dans un autre système. Ainsi , les 
nombres quatre, neuf, seize. . . . , quarante-neuf. . . . , quatre- 
vingt-un. . . . , sont des carrés parfaits dans tous les systèmes ; et 
les nombres deux, trois. . . . , sept. . . . , onze. . . . , n'ont de 
racine exacte dans aucun système. Cela tient à ce que la proposition 
du n° 176 repose sur les principes démontrés aux n°* 129 et 180, et 
que ces principes sont indépendants de toute hypothèse particulière 
sur le système de numération. 

§ II. Formation du cube et extraction de la racine cubique 

des nombres. 

189. On appelle cube ou troisième puissance d'un nombre , le pro- 
duit de trois facteurs égaux à ce nombre, et racine cubique ou troi- 
sième d'un nombre, le nombre qui, élevé au cube, reproduit le 
nombre proposé. 

La formation du cube d'un nombre entier ou fractionnaire se ré- 
duit donc à deux multiplications successives, que l'on effectue 
d'après les règles connues. 

Les dix premiers nombres étant 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
on trouvera pour expressions de leurs cubes, 

1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000. 

Par exemple, le cube de 7 étant égal à 7 X 7 X 7, on dit d'a- 
bord : 7 fois 7 font 49 , et ensuite 7 lois 49 font 343 ; et ainsi des 
autres. 

Eéciproquement , les nombres de la seconde ligne ci-dessus ont 
pour racines cubiques les nombres de la première. 

On reconnait, à l'inspection de ces lignes, que parmi les nombres 
d'un, de deux, ou de trois chiffres, il n'y en a que neuf qui soient 
des cubes parfaits; chacun des autres a pour racine cubique un nom- 
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bre entier plus une fraction, laquelle ne peut s'exprimer exactement. 
En effet, admettons pour un instant qu'un nombre entier N ait pour 

racine exacte un nombre fractionnaire tel qne^; il faudrait 
qu'en élevant ^ au cube, on pût reproduire N. Or, cela est impos- 
sible, car^X ^X £ donne pour résultat 2-; et comme on peut 



toujours supposer que ^ est un nombre fractionnaire irréductible, 

il s'ensuit que a et 6 sont premiers entre eux; donc (n° 130) il en 

a 5 

est de même de a 5 et 6 5 ; ainsi ^ est aussi un nombre fractionnaire 

irréductible, qui , par conséquent, ne peut être égal à un nombre 
entier N. 

Les racines cubiques des nombres entiers qui ne sont pas des cubes 
exacts d'autres nombres entiers ne peuvent donc pas s'obtenir exacte- 
ment, et sont aussi (n° 170) , par conséquent , des nombres incommen- 
surables OU IRRATIONNELS . 

190. De même que, pour découvrir le procédé de l'extraction de 
la racine carrée d'un nombre entier quelconque , nous avons eu 
besoin de nous fonder sur l'expression du carré d'un binôme [a -f- b), 
c'est-à-dire de la somme de deux quantités; de même, pour l'extrac- 
tion de la racine cubique, il est indispensable de connaître la com- 
position du cube de cette somme (a-f- 6). 

Or, on a déjà trouvé (n° 177) que 

(a+b? ou (o+6) (a + 6) =o > +2a6 + 6 8 . 

Si l'on multiplie ce premier résultat a* -f- 2a6 + 6'. 

par a -{- b , a -{-b , 

d'après la règle établie (n° 1 12) pour la a 9 -f- 2a*6-f ab* 
multiplication des polynômes, et qu'on -\~a i b-\-îab , -\- b* 

fasse la réduction des termes sembla- <r" -f -f -f 6* 
bles, on obtiendra 

(a+ 6)» =a* + 3a'6 + 3a&» + 6». 

Soit fait, dans cette formule, 6=1; elle devient 

(a+ l)» = o'-f 8o*-f-8a-f 1, 
ahitim:tiqi<k. 13 
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d'où l'on déduit { a + 1 f — a» = 8a* -f 3a -f- 1 ; 

ce qui nous apprend que la différence entre les cubes de deux nombres 
quelconques qui diffèrent d'une unité, est égale au triple du carré du 
plus petit nombre, plus le triple de ce même nombre, plus 1 . 
Ainsi, la différence entre le cube de 90 et celui de 89 est égale à 

S X (89)»+ 8 X «9 + 1 = 24081. 

■ » ■ • * «• 
On peut juger, d'après cela, combien deux cubes parfaits consé- 
cutifs sont différents l'un de l'autre , dès que leurs racines, prises 
dans la série naturelle des nombres, sont des nombres un peu con- 
sidérables. 

191 . Recherchons maintenant un procédé pour extraire la racine 
cubique d'un nombre entier. 

D'abord, si le nombre n'a que trois chiffres au plus, sa racine s'ob- 
tient immédiatement d'après l'inspection des cubes des neuf premiers 
nombres. Ainsi , la racine cubique de 125 est 5, la racine cubique 
de 72 est 4 plus une fraction, ou 4, â une unité près. La racine cu- 
bique de 841 est 9, à une unité près, puisque 841 tombe entre 729 
ou le cube de 9, et 1000 ou le cube de 10. 

Considérons donc un nombre de plus de trois chiffres. 

Soit, par exemple, 103828 le nombre proposé. 



103.828 ) J_ 
64 5 48 

898.28 ) 



108. 

4 S 

48 47 

48 47 

384 329 

192 188 



« * i 



48 47 



18432 15463 
9216 8836 



110592 108823 



Ce nombre étant compris entre 1000 qui est le cube de 10, el 
1000000 qui est le cube de 100, sa racine cubique est nécessaire- 
ment composée de deux chiffres, c'est-à-dire de dizaines et d'uni- 
tés. Désignons par a les dizaines et par 6 les unités, nous aurons 
(n° 190) 
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101813 = (a + bf = a 3 + 3a'6 + Sa^-f 6 3 . • 

D'où Ton voit que le cube d'un nombre composé de dizaines et 
d'unités contient le cube des dizaines, plus le triple produit du carré 
des dizaines par les unités, plus le triple produit des dizaines par L 
carré des unités, plus le cube des unités. 

Cela posé, le cube des dizaines ne pouvant donner des unités d'un 
ordre inférieur à celui des mille, les trois derniers chiffres à droite 
n'en peuvent faire partie; et c'est dans la partie 103 (qu'on sépare 
des trois derniers chiffres par un point) que se trouve le cube des 
dizaines. Or, la racine du plus grand cube contenu dans 103 étant 
4 pour 64, 4 est le chiffre des dizaines de la racine cherchée ; car 
103823 est compris entre 64000 ou (40)' et 125000 ou (50)'; donc 
la racine est composée de 4 dizaines, plus un certain nombre d'uni- 
tés moindre que dix. 

Le chiffre des dizaines étant trouvé, retranchons son cube 64 de 
103 ; il reste 39, qui , suivi de la tranche 823, donne 39823 ; et ce 
résultat contient encore le triple carré des dizaines par les unités , 
plus les deux autres parties énoncées précédemment. Or, le carré 
d'un nombre de dizaines ne pouvant donner des unités d'un ordre 
inférieur à celui des centaines, il s'ensuit que le triple produit du 
carré des dizaines par les unités ne peut se trouver que dans la par- 
tie à gauche 398 des deux derniers chiffres 23 (qu'on sépare encore, 
pour cette raison, par un point). D'un autre côté, l'on peut formel- 
le triple du carré des 4 dizaines , ce qui donne 48 ; donc , si l'on 
divise 398 par 48, le quotient 8 sera le chiffre des unités de la ra- 
cine, ou un nombre plus iort que ce chiffre, parce que les 398 cen- 
taines contiennent , outre le triple produit du carré des dizaines 
par les unités, des retenues provenant des deux autres parties. Pour 
vérifier si le chiffre 8 n'est pas trop fort, on pourrait, comme pour 
la racine carrée, former, à l'aide de ce chiffre 8 et du chiffre 4 des 
dizaines , les trois parties qui entrent dans 39823 ; mais il est, en 
général, plus simple d'élever 48 au cube. 

Or, on trouve pour ce cube, 110592, nombre plus grand qufc 
103823 ; ainsi , le chiffre 8 est trop fort. En formant le cube de 47, 
on obtient 103823 ; donc le nombre proposé est un cube parfait et a 
pour racine cubique, 47. 

N. B. — On ne peut pas rechercher d'abord le chiffre des unités , 
par la raison que le cube des unités pouvant (n° 189) donner des 
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dizaines, et même des centaines, ces dizaines et ces centaines se 
trouvent confondues avec celles qui proviennent des autres parties 
du cube. 

Soit encore à extraire la racine cubique de 47954. 



47.954 


36 




27 


27 


36 


209 




36 
210 


47954 




108 


46656 




1296 


1298 




36 
7776 
8888 
-46656 



Le nombre 47954 étant compris entre 1000 et 1000000, sa racine 
est comprise entre 10 et 100, c'est-à-dire, renferme des dizaines 
et des unités. Le cube des dizaines se trouve dans 47 mille; et l'on 
prouverait, comme dans l'exemple précédent, que 3, racine du 
plus grand cube contenu dans 47, exprime le nombre des dizaines. 
Retranchant le cube de 3, ou 27, de 47, on a pour reste 20; abais- 
sant, à côté de ce reste, le seul chiffre 9 de la tranche 954, on a 209 
centaines, nombre qui se compose du triple produit du carré des 
dizaines par les unités, plus des retenues provenant des autres par- 
ties. Donc, si l'on forme le triple produit du carré des dizaines 3, 
ce qui donne 27 centaines, et qu'on divise 209 par 27, le quotient 7 
est le chiffre des unités de la racine, ou un nombre plus fort que ce 
chiffre. En élevant 37 au cube, on trouve 50653, nombre plus fort 
que 47954; mais si l'on forme le cube de 86, on obtient 46656, 
nombre qui, retranché de 47954, comme on le voit dans le tableau 
ci-dessus, donne pour reste 1298. Ainsi, le nombre proposé n'est 
pas un cube parfait; et sa racine, à une unité prés, est 86. En effet, 
la différence entre le nombre proposé et le cube de 36, est, comme on 
vient de le voir, 1298, nombre plus petit que 3 X 3 5^86 + 1 

[différence entre (87) s et (36)*], puisqu'on a obtenu, dans le cours 
de la vérification, 3888 pour le triple du carré de 86. 

192. Soit maintenant proposé d'extraire la racine cubique d'un 
nombre de plus de six chiffres, 43725658 par exemple. 
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85 352 

35 352_ 

175 704 

105 1760 

1225 1056 

35 123904 

6125 852 

a67ÎS 247808 
«875 619520 
371712 
43614208 

Quelle que soit la racine cherchée , elle a nécessairement plus 
d'un chiffre , et Ton peut la regarder comme composée d'unités et 
de dizaines seulement ( le nombre des dizaines pouvant avoir plu- 
sieurs chiffres). 

Or, le cube des dizaines donne au moins des mille; ainsi, ce cube 
se trouve nécessairement dans la partie à gauche des trois derniers 
chiffres, 658. Je dis maintenant que, si Ton extrait la racine du plus 
grand cube contenu dans 43725 considéré comme exprimant des 
unités simples, on aura le nombre total des dizaines de la racine de- 
mandée. En effet, soit a la racine du plus grand cube contenu dans 
43725 , il s'ensuit d'abord que la racine demandée a au moins un 
nombre a de dizaines, puisque a* X 1000 peut être retranché de 
43725000 , et à fortiori, de 48725658. D'ailleurs, la racine ne sau- 
rait avoir (a+ 1) dizaines; car (a-f-l)* étant plus grand que 
43725, (a + 1 f X 1000 surpasse 437250000 d'au moins un mille, 
et est par conséquent plus grand que 43725658. Donc enfin , la ra- 
cine demandée se compose de a dizaines plus un certain nombre 
d'unités moindre que dix. 

La question est alors ramenée à extraire la racine cubique de 
43725; mais ce nouveau nombre ayant plus de trois chiffres, sa ra- 
cine en a plus d'un, c'est-à-dire renferme des dizaines et des unités. 
Pour obtenir les dizaines, il faut séparer les trois derniers chiffres, 
725, et extraire la racine du plus grand cube contenu dans 43. (On 
voit assez ce qu'il faudrait faire si ce nouveau nombre avait plus de 
trois chiffres. ) 

Le plus grand cube contenu dans 43 est 27 , dont la racine est 3 ; 



43.725.658 1 352 
27 27 
167 

43725 
42875 
8506 



43725658 
43614208 
reste 111450 
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et ce chiffre exprime alors les dizaines de la racine de 43725 ( ou le 
chiffre des centaines de la racine totale). Retranchant le cube de 
3, ou 27, de 43, on a pour reste 16, à côté duquel il faut abaisser 
le premier chiffre 7 de la tranche suivante, 725, ce qui donne 167. 

Formant le triple carré des dizaines 3 , on trouve 27 mille; et si 
Ton divise 167 par 27, le quotient 6 est le chiffre des unités de la 
racine de 43725, ou bien un nombre plus fort. Il est aisé de recon- 
naître que ce chiffre est en effet trop grand ; ainsi, il fout essayer », 
et pour cela, élever 35 au cube; il vient pour résultat, 42875, 
nombre qui , retranché de 43725, donne pour reste, 850. (Ce reste 
est évidemment plus petit que 3 X (SB)* + 3 X 85 + 1, puisque 
déjà le carré de 35 est, d'après le tableau ci-dessus, égal à 1225. ) 
Ainsi , 35 est la racine du plus grand cube contenu dans 43725 : 
c'est donc le nombre loUd îles dizaines de la racine cherchée. 

Pour obtenir les unités, on abaisse à côté du reste 850, le premier 
chiffre 6 de la dernière tranche 658, ce qui donne 8506 ; on forme 
d'ailleurs le triple carré des dizaines 35 (ce qui est facile, puisque, 
dans la vérification du chiffre précédent, on a déjà formé le carré 
de 35 ) ; puis on divise 8506 par ce triple carré 8675 ; le quotient est 2 , 
que Ton essaye en élevant 352 au cube ; on obtient ainsi 48614208, 
résultat plus petit que le nombre proposé. En le soustrayant de ce- 
lui-ci, on obtient pour reste 1 1 1450. Donc 352 est la racine cubique 
de 43725668, à une unité près. 

Règle générale. — Pourextrairc laracine cubique d'un nombre en- 
tier, séparez le nombre en tranches de trois chiffres chacune, à partir de 
la droite, jusqu'à ce que vous parveniez à une tranche d'un, de deux, 
ou de trois chiffres au plus ( le nombre des tranches est égal au 
nombre des chifpres de la racine ) ; extrayez la racine du plus grand 
cube contenu dans la première tramtie à gauche, et retranchez ce cube, 
de ta première tranche; abaissez à côté du reste le premier chiffre de la 
seconde tranche, et divisez le nombre ainsi formé, par le triple carré du 
chiffre déjà trouvé à la racine; écrivez le quotient à la droite de ce chiffre, 
et élevez au cube l'ensemble des deux chiffres; si ce cube est plus fort 
que l'ensemble des deux premières tranches du nombre proposé, diminuez 
le quotient, d'une ou de plusieurs unités, jusqu'à ce que vous obteniez 
un cube qui puisse se retranclver de l'ensemble des deux premières tran- 
ches; la soustraction faite, abaissez à côté du reste le premier chiffre de 
la troisième tranche, puis divisez le nombre ainsi formé , par le triple 
rarre de l'ensemble des deux chiffres déjà trouvés; le quotient, s'il n'est - 
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pas trop fort, doit être tel qu'en l'écrivant à la droite des deux premiers 
chiffres de la racine, et élevant au cube le nombre qui en résulte, on 
puisse retrancher le produit, de l'ensemble des trois premières tranches. 
Cette nouvelle soustraction faite, abaissez à côté du reste le premier chif- 
fre de la quatrième tranche, et continuez la même série d'opérations 
jusqu'à ce que vous ayez abaissé toutes les tranches. 

Remarque. — Souvent, dans le cours des opérations, on est con- 
duit à soupçonner qu'un des quotients dont nous venons de parler, 
est beaucoup trop fort, et alors on croit pouvoir le diminuer d'avance 
de deux ou plusieurs unités; mais en élevant au cube la racine déjà 
trouvée, suivie de ce cbiffre, et retranchant ce cube, de l'ensemble 
^ ' des tranches considérées dans le nombre proposé, on peut obtenir 
un reste très-grand, qui donne à penser que le dernier chiffre placé 
à la racine est trop faible. Or, pour savoir si cette présomption est 

surpasse ou égale le triple du carré 
de la racine déjà obtenue, plus le triple de cette même racine, plus un. 
Dans ce cas, on doit augmenter la racine d'une ou de plusieurs unités 
de l'ordre du dernier chiffre obtenu. 
Voici des exemples sur lesquels on peut s'exercer : 

\/ 483249 = 78, avec un reste 8697 ; 
^91632508641=4508, avec un reste 20644129 \ 



V 32977840218482 =82068, exactement. 

, 

193. Extraction de la racine cubique par approximation. — Lorsque 
le nombre proposé n'est pas le cube d'un autre nombre entier , le 
procédé ci-dessus ne donne que la partie entière de la racine. Quant 
à la fraction qui doit compléter la racine, nous avons déjà vu (n° 1 89) 
qu'elle ne peut être obtenue exactement ; mais on peut trouver une 
autre fraction qui n'en diffère que d'une quantité aussi petite que 
l'on veut, d'après une règle analogue à celle du numéro 182. 

Soit, en général, proposé d'extraire la racine cubique, ou troisième, 

du nombre a (entier ou fractionnaire), d une fraction près-jL 

a X w 8 

Le nombre a peut être mis sous la forme , ;et si l'on dési- 

n 3 

#ne par r la racine du plus grand cube contenu dans an*, c'est-à-dire 



Digitized by Google 



236 EXTRACTION DE LA RACINE CUBIQUE 

la racine cubique de an 3 , à une unité près, le nombre ou a, 

est compris entre ^ct ■ i donc aussi, ^/ a est comprise entre 

f f mkm | 

les racines % imes de ces deux nombres , ou entre -et — ■ — ; donc 

n n • ' ' 

r 1 

enfin , - est la racine demandée, a une fraction près-. 
n n 

Ainsi, pour extraire la racine % me d'un nombre, à une fraction près 

-, multipliez le nombre par le cube du dénominateur n; extrayez, à 
n 

moins d'une unité près , la racine cubique du produit, et divisez le ré- 
sultat parn. 

On a 15 X 12 5 = 15 X 1728 = 25920. Or, la racine cubique 
de 25920 , à une unité près , est 29. Donc la racine demandée est 

29 « 5 
12' 011 2 Î2' 

Soit encorç à extraire ta racine cubique de 37 f„ ou ^ , à Jr 

13 13 20 

près. 

489 w ltuM m X 8000 3912000 1 

0n a IF x w = Hri - "1? 300923 W 

i 

Or, la racine cubique de 300923 , ou de 300923, à une unité 

67 7 1 

près, est 67 ; donc — , ou 3 , est la racine demandée, à ^ près. 

On trouverait pareillement 



a — 72 12 3 1 



26 13 1 



7-30 ' a 3Ô prCS " 
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194. L'approximation en décimales est une conséquence de la 
règle précédente. 

Soitproposèd 'évaluer ^2$, à 0,001 près. 

Il faut (n° 198) multiplier 25 par le cube de 1000, ou par 
1000000000, c'est-à-dire placer neuf zéros à la droite de 25, ce qui 
donne 25000000000. Or, la racine cubique de ce nombre est 2924, 

à une unité près. Donc 2,924 est la racine demandée, ^j^qô 

En général, pour évaluer la racine cubique d'un nombre entier en 
décimales, écrivez à la droite du nombre trois fois autant de zéros que 
vous voulez avoir de cliiffres décimaux à la racine; extrayez, à une 
unité près, la racine cubique du nouveau nombre; puis séparez, vers la 
droUe du résultat, le nombre de chiffres décimaux demandé. 

N. B. — On peut, comme pour la racine carrée (n° 183) , se dis- 
penser d'écrire sur-le-champ toutes les tranches de trois zéros, et ne 
les placer que successivement et au fur et à mesure qu'on veut ob- 
tenir de nouveaux chiffres décimaux à la racine. 

195. Lorsque le nombre proposé est fractionnaire, il y a deux cas 
à considérer : ou ce nombre est décimal, ou il est quelconque. 

Premier cas. — Soit à extraire la racine cubique de 3,1415, 

Comme, en vertu de la règle du n° 193, il faut multiplier le nom- 
bre par(100) 5 ou 1000000, il suffit évidemment d'écrire deux zéros 
à la droite de 8,1415, puis de supprimer la virgule, ce qui donne 
3141500. Or, la racine cubique de ce dernier nombre, à une unité 

près, est 146. Donc 1 ,46 est la racine demandée, à-^ près. 

Si l'on voulait un nouveau chiffre décimal à la racine, il suffirait 
de placer à la droite du reste obtenu une nouvelle tranche de. (rois 
zéros ; et l'on continuerait l'opération. 

Règle générale. — Pour extraire la racine cubique d'une fraction 
décimale, à un degré d'approximation déterminé, faites en sorte (en 
plaçant à la droite de la fraction proposée un nombre convenable 
de zéros ) que le nombre des chiffres décimaux soit triple de celui qu'on 
veut avoir à la racine; supprimez la virgule; puis extrayez la racine 
3 mc du nombre résultant, à une unité près, et séparez vers la droite de 
cette racine le nombre de chiffres décimaux demandé. 
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Second cas. — Lorsqu'il s'agit d'un nombre fractionnaire quel- 
conque , on le réduit d'abord en décimales (n° 91 ), en poussant l'opé- 
ration jusqu'à ce qu'on ait au quotient trois fois autant de chiffres 
décimaux que l'on veut en avoir à la racine; puis on opère comme dans 
le cas précédent. 

Voici de nouvelles applications : 



^M(ÛÎ5= 1 ,4429, à près ; 



1 



|/ 0,00101 = 0,10, à ~£ près ; 



^ =0,824, à ^ près. 



190. Remarque sur l'extraction de la racine cubique des frac- 
tions. 

Toutes les fois que Ton a à extraire la racine cubique d'une frac- 
tion , et que le degré d'approximation n'est pas fixé d'avance , on 
doit , comme pour la racine carrée (n° 185), faire subir au nombre 
proposé quelques transformations. 

Soit ^ le nombre proposé , 6 étant supposé d'abord un nombre 

premier , ou le produit de (acteurs premiers élevés à la première 
puissance. 

Commençons par rendre le dénominateur un cube parfait, en 
multipliant les deux termes par 6*; la fraction se change alors en 
ab* 

celle-ci, -p-. Désignant par r la partie entière de la racine cubique 

ab* a 

de ab 9 , on reconnaît aisément que -p-ou £ est compris entre 

s 

P et ^tffi * Donc y \ esl elle " mcme comprise entre £ et~^ ; 

ainsi ^ est la racine cubique de ^ à une fraction près , marquée 
1 

parp 
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Si Ton voulait une plus grande exactitude, il n'y aurait qu'à re- 
chercher une valeur plus approchée de l/ab\ et diviser le résul- 
tat par 6. 

Lorsque le dénominateur 6 renferme des facteurs dont les uns 
sont des cubes parfaits, et les autres des carrés parfaits, la prépa- 
ration à faire subir à la fraction est plus simple. 

113 

Soit, pour exemple, la fraction — 

Soi) 

Le nombre 360 est égal (n° 144) à 2» . 3* . 5; donc, si l'on multi- 
plie les deux termes de la fraction par 8 X 5* ou 75 , la fraction 
pourra être mise sous la forme 

113X7 * = 8475 
2 3 X3'X5 5 (SO) 5 

Extrayant la racine cubique de 8475 , à une unité près , ce qui 

20 2 1 

donne 20, on trouve ^ ou ¥ pour la racine demandée , à 57: près. 

La règle de l'extraction de la racine cubique des fractions déci- 
males peut être considérée comme un cas particulier de cette der- 
nière transformation. 

Pour que le dénominateur d'une fraction décimale soit un cube 
parfait, c'est-à-dire soit égal à ( 10 ) 5 , ( 100 J 3 , il faut rendre le nom- 
bre des chiffres décimaux multiple de trois, ce qui se fait en écrivant 
des zéros en nombre convenable. 

Enfin, tout ce qui a été dit aux n" 187 et 188, sur la racine carrée 
des nombres, s'applique également à la racine cubique, et en géné- 
ral aux racines d'un degré quelconque. 

Nous ne pouvons toutefois exposer dans ces éléments les procédés 
de l'extraction des racines d'un degré supérieur au 3 e , parce que 
ces procédés sont fondés sur la composition d'une puissance de de- 
gré quelconque d'un binôme, et que la formule qui a rapport à cette 
composition exige , pour être développée complètement , des con- 
naissances assez étendues en Algèbre. Nous donnerons, d'ailleurs , 
dans le dernier chapitre de cet ouvrage, un moyen abrégé d'effec- 
tuer les extractions de racines de tous les degrés. 
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CHAPITRE VII. 

■ 

Application des règles de l'Arithmétique. Théorie des Rapports 

et des Proportions. 

■ 

197. Introduction. — Après avoir fait connaître les procédés re- 
latifs aux diverses opérations de l'Arithmétique , il nous reste une 
lâche assez difficile à remplir, c'est celle d'initier les commençants 
à la résolution de toutes sortes de questions sur les nombres. 

On distingue deux genres principaux de questions, les théorèmes 
et les problèmes. 

On peut avoir pour but de démontrer l'existence de certaines pro- 
priétés dont jouissent des nombres connus et donnés, auquel cas la 
question porte le nom de théorème. Le cinquième chapitre offre une 
foule de questions de ce genre : les principes sur la divisibilité'des 
nombres , les propriétés des fractions décimales périodiques et des 
fractions continues, sont autant de théorèmes. 

Ou bien, on se propose de déterminer certains nombres d'après la 
connaissance d'autres nombres qui ont avec les premiers des rela- 
tions indiquées par l'énoncé ; et alors c'est un problème que l'on veut 
résoudre. Telles sont les questions que nous avons présentées, dans 
le cours des deux premiers chapitres, comme applications des di- 
verses règles de l'Arithmétique. 

Mais on peut avoir à résoudre des problèmes plus compliqués , 
dont les énoncés soient tels qu'on ait quelque peine d découvrir et 
à déterminer la série des opérations qu'il faut effectuer sur les nombres 
connus et donnés, pour parvenir à la connaissance des nombres que l'on 
cherche; c'est cette détermination qui constitue ce qu'on appelle 
l'analyse ou la résolution du problème. 

II existe toutefois une certaine classe de problèmes, pour la réso- 
lution desquels on peut établir des règles fixes et certaines : ce sont 
ceux qui dépendent de la théorie des rapports et des proportions. 
Il est donc naturel de commencer par le développement de cette 
théorie, qui, d'ailleurs, à cause de ses nombreuses applications, 

» 



Digitized by 



ET DES PROPORTIONS. 241 

doit être regardée comme Tune des plus importantes des Mathéma- 
tiques. 

§ I. Des Rapports et des Proportions. 

198. Nous avons déjà dit (n° 1 ) qu'il n'y a point de grandeur ab- 
solue ; que, pour se former une idée d'une grandeur quelconque, il 
faut la comparer à une autre grandeur convenue, de même espèce, 
qui peut d'ailleurs être prise arbitrairement ou dans la nature. Le 
résultat de cette comparaison est ce que nous avons appelé nombre. 

Mais si, au lieu de comparer une grandeur à son unité, on veut 
comparer deux grandeurs quelconques d'une même espèce, ce qui 
revient à comparer les deux nombres qui les expriment , le résultat 
de cette comparaison est ce qui constitue le rapport ou ta raison des 
deux nombres. Ces deux mots, rapport et raison, sont synonymes en 
mathématiques , et expriment l'idée qu'on se fait d'une grandeur 
par le moyen d'une autre grandeur à laquelle on la compare , et 
qui doit être essentiellement de même espèce. 

Dans ce sens, un nombre est l'expression du rapport ou de la rai- 
son d'une grandeur à son unité. 

En général, il y a deux manières de comparer deux grandeurs l'une 
à l'autre : 

Ou bien , on veut savoir de combien la plus grande surpasse la 
plus petite, et le résultat s'obtient en soustrayant la plus petite de 
la plus grande ; 

Ou bien , on veut savoir combien de fois Tune contient l'autre , 
ou y est contenue, ce qui se fait en divisant les deux quantités l'une 
• par l'autre. 

Ainsi , soient 24 et 6 les deux nombres que l'on veut comparer. 
On a 24 — 6 = 18, et ^-=4. 

Le résultat de la comparaison par soustraction est 18 ; tandis que 
le résultat de la comparaison par division est 4. 

Pour distinguer ces deux espèces de rapports, on appelait autre- 
fois le premier, rapport arithmétique, et le second, rapport géo- 
métrique. Mais ces dénominations insignifiantes sont maintenant 
remplacées par celles-ci : pour la première espèce, rapport par sous- 
traction, ou simplement différence, parce que c'est le résultat d'une 
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soustraction ; et pour la seconde , rapport par division , ou simple- 
ment rapport, parce que c'est presque toujours pour savoir combien 
de fois Tune des Quantités contient l'autre, que l'on compare deux 
grandeurs en Mathématiques. 

Par exemple, dans la théorie des nombres complexes, le rapport 
de l'unité principale d'une certaine nature à Vune de ses subdivisions, 
ou le rapport de deux subdivisions entre elles, n'est autre chose que le 
nombre de fois que Tune contient l'autre. Dans la comparaison du 
nouveau système des poids et mesures à l'ancien, le rapport du mètre 
à la toise, et celui de la toise au mètre, le rapport du kilogramme à la 
livre poids, et celui de la livre poids au kilogramme, sont les nombres 
entiers ou fractionnaires qui résultent de la division de deux nom- 
bres exprimant en unités de même espèce les mesures que l'on com- 
pare. 

Ainsi , dorénavant , lorsque nous nous servirons du mot rapport, 
il exprimera le résultat ou le quotient de la division de deux nombres; 
et si nous voulons exprimer que deux nombres sont comparés entre 
eux par soustraction , nous emploierons la dénomination de diffé- 
rence, ou de rapport par soustraction. 

Dans tout rapport, soit par soustraction, soit par division, on 
distingue deux termes, qui sont les nombres que l'on compare. Le 
terme qu'on énonce ou qu'on écrit le premier, s'appelle antécédent, 
et le second, conséquent. 

199. Lorsque deux rapports par soustraction sont égaux, l'en- 
semble des quatre nombres qui les constituent s'appelle une équi- 
diffèrence, comme étant l'expression de deux différences égales. (On 
l'appelait autrefois proportion arithmétique. ) 

Par exemple, soient les quatre nombres 12, 8, 24, 17; comme 
la différence de 12 à 5 est 7, et que la différence de 24 à 17 est aussi 
7, on dit que ces grandeurs forment une équi-différence, que l'on 
écrit ainsi : 

â . 12 . 5 : 24 . 17, 

en plaçant un point entre le premier et le second terme, deux points 
entre le second et le troisième, et tin point entre le troisième et le 
quatrième. 

On l'énonce d'ailleurs de la manière suivante : 
12 estd 5 comme 24 està 17; 



Digitized by Google 



ET DES PROPORTIONS. 243 

ce qui veut dire que 12 surpasse 5 d'autant d'unités que 24 sur- 
passe 17. 

On peut aussi l'écrire, d'après les notations déjà adoptées : 

12 — 5 = 24—17. 

Le premier et le troisième terme, 12 et 24, se nomment les anté- 
cédents de l'équi-différence ; le second et le quatrième s'appellent les 
conséquents; ces dénominations s'accordent avec celles qui ont été 
données aux deux termes d'un rapport par soustraction. 

Le premier et le dernier terme, 12 et 17 , se nomment aussi la 
deux extrêmes; le second et le troisième, 5 et 24, sont dits les deux 
moyens. 

200. Lorsque deux rapports par division sont égaux, l'ensem- 
ble des quatre nombres qui les constituent s'appelle une proportion 
(autrefois proportion géométrique; on pourrait le nommer encore un 
équi-quotient f comme étant l'expression de deux quotients égaux; mais 
le mot proportion est généralement adopté). 

Soient, par exemple, les quatre nombres 15, 5, 36, 12; le rap- 
port de 15 à 5, ou le quotient de 15 par 5, étant 3, ainsi que le 
rapport de 36 à 12, ces quatre nombres forment une proportion, que 
l'on écrit ainsi : 

15 : 5 :: 36 : 12, 

en plaçant deux points entre le premier et le deuxième, quatre points 
entre le second et le troisième, et deux points entre le troisième et 
le quatrième. 

On l'énonce d'ailleurs comme une équi-différence : 15 est à 5 
comme 36 est à 12 ; ce qui veut dire que 15 contient 5 autant de fois 
que 36 contient 12. Aussi peut-on l'écrire encore sous cette autre 

15 36 

forme : y — jg. 

Les dénominations des termes sont du reste les mômes que dans 
les équi-différences. 

Ainsi , 15 et 36 sont les antécédents; 5 et 12 sont les conséquente. 
Enfin 15 et 12 sont appelés les extrêmes; 5 et 86 les moyens de la 
proportion. 

Les équi-différences et les proportions, celles-ci surtout, jouissent 
de plusieurs propriétés que nous allons développer successivement. 
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i 

Des Équi-di/férences. 

201. On appelle équi-di/férences (n° 199) l'expression de l'égalité 
des deux différences. 

Propriété fondamentale. — Dans toute équi-di/férence, la somme 
. des extrêmes est égale à la somme des moyens. 

Soit l'équi-différence 11 . 7 : 19 . 15; 
on a évidemment 11 + 15 = 7 + 19. 

Mais , pour nous rendre compte de cette proposition d'une ma- 
nière générale, observons que , si les conséquents étaient égaux à 
leurs antécédents, que l'on eût, par exemple, 

11 . 11 :19 . 19, 

la proposition serait manifeste : car 11 + 19 = H + 19. 

Or, pour ramener l'équi-différence à cet état, il suffît d'augmen- 
ter chacun des conséquents, de la même différence 4. Mais, par celte 
addition , on a évidemment augmenté l'un des moyens et l'un des 
extrêmes , du même nombre A ; ainsi , la somme des moyens et la 
somme des extrêmes se trouvent augmentées en même temps de ce 
même nombre. Donc, puisque, après cette addition, les deux som- 
mes sont égales, les précédentes l'étaient aussi. 

Remarquons d'ailleurs que, s'il n'y avait pas équi-di/férence entre 
les quatre nombres, il faudrait, pour rendre les conséquents égaux 
à leurs antécédents, ajouter à chacun d'eux un nombre différent; et, 
puisque , après cette addition, la somme des extrêmes deviendrait 
égale à celle des moyens , il s'ensuit que les deux sommes devaient 
être inégales avant l'addition. 

Donc , si quatre nombres, énoncés dans un certain ordre, ou écrits 
sur une même ligne, forment une équi-di/férence, la somme des extrê- 
mes est égale à la somme des moyens. 

Réciproquement, si la somme du premier et du dernier nombre est 
égale à la somme du second et du troisième, ou si la somme des extrêmes 
est égale à celle des moyens, les quatre nombres forment une équi-dife- 
rence, dans Vordre où ils sont énoncés ou écrits. Car , s'il n'y avait pas 
équi-différence, on vient de voir que la somme des extrêmes ne 
serait pas égale à celle des moyens ; ce qui serait contraire à la sup- 
position. 

A. B, — Il peut arriver que les antécédents soient plus petits que 
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leurs conséquents, comme dans l'équi-différence 

9 . U : 18 . 28. 

Mais les raisonnements seraient les mêmes que dans le cas précé- 
dent ; il suffirait d'ajouter aux deux antécédents la différence com- 
mune 8 ; ce qui reviendrait à ajouter le même nombre à la somme 
des extrêmes et à la somme des moyens. 

Voyons avec quelle précision les notations algébriques s'appli- 
quent à la propriété précédente et à sa réciproque. 

Soient quatre nombres a, b, c, d, que nous supposons former 
entre eux une équi-diffèrence : • 

On a donc a . 6 : c . d, ou bien encore a — b = c — d. 

Cela posé, ajoutons aux deux membres de cette égalité la sommo 
b+d; il vient 

o — 6-|- 6+d = c — d-{-b-\-d, 

ou , réduisant, a + d = c-f-6; 

donc la somme des extrêmes a et d est égale à la somme des moyens 
c et b. 

Réciproquement , soient quatre nombres a, b, c, d, tels que Ton 
ait a-\-d=b-\-c; 
retranchons b -|- d des deux membres de cette égalité; il vient 

a J^d— 6 — rf = &■+ c — b — d, 

> 

ou réduisant, a — b — c — d, 

ou a • 6 : c , d. 

Donc , ces quatre nombres forment une équi-di/férence dont les ex- 
trêmes sont les deux termes de l'une des deux sonunes, et les moyens 
les deux termes de Vautre. 

202. CoirsÉQUBiccB. — Il résulte de la propriété précédente, que, 
connaissant trois termes d'une équi-di/férence , on obtiendra le qua- 
trième, si c'est un extrême, en retranchant de la somme des moyens 
l'extrême connu, et, si c'est un moyen , en retranchant de la somme 
des extrêmes le moyen connu. 

Ainsi, soit l'équi-différence 

23 . 11 : 49 . a- 
(or désignant le terme inconnu) 

ARITDMÉTiyiE. 1G 
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Comme on a, d'après la propriété fondamentale, 

o; + 23 = ll+49, 

il en résul te x = 1 1 + 49 — 28 = 87 ; 

ce qui donne 

28 . 11 : 49 . 87. 
Pareillement, dans l'équi-différence 

81 . 25 : x . 78, 
on a - x + 25 = 31 + 78; 

d'où flc = 31 + 78 — 25 = 84, , 

et par conséquent, 81 . 25 : 84 . 78. 

203. Quelquefois, on est conduit à considérer une équi-différence 
dont les deux moyens sont égaux; elle s'appelle alors une équi- 
différence continue (ou proportion arithmétique continue). 

Par exemple, 

27 . 89 : 89 . 51 

est une équi-différence continue. 

Gomme, dans ce cas, le double de l'un des moyens doit, en vertu 
de la propriété ci-dessus, être égal à la somme des extrêmes, il s'en- 
suit que ce moyen est égal à la demi-somme des deux extrêmes. 

Ainsi, dans l'équi-différence 

23 . x : x . 49, 

49 + 23 _ e 
on a x = ± — = 86. 

Cette valeur de x est ce qu'on appelle un moyen différentiel ( ou un 
moyen proportionnel arithmétique) entre les deux nombres 23 et 49. 

204. Voici quelques autres propriétés des équi-différences : 

On peut augmenter les deux antécédents ou les diminuer, augmenter 
les deux conséquents ou les diminuer, augmenter soit les deux premiers 
termes, soit les deux derniers, ou les diminuer d'un même nombre, 
sans que l'équi-différence cesse d'exister. 

En effet, il est évident que, par ces diverses transformations, on 
augmente ou l'on diminue d'un même nombre la somme des exlrè- 
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mes et celle des moyens^ainsi, l'égalité de deux sommes n'est pas 
troublée; et il en est de même Je l'équi-différence, en vertu de la 
réciproque de la propriété fondamentale. 

On peut également intervertir l'ordre des deux extrêmes, celui des 
deux moyens, ou bien mettre les moyens à la place des extrêmes , sans 
troubler l'équi-différence ; car il est évident qu'après ces mutations, 
la somme des extrêmes est encore égale à celle des moyens. 

En général , toute transformation exécutée sur une équi-diffé- 
rence, et telle que la somme des extrêmes reste égale à la somme des 
moyens, ne détruit pas l'équi-différence. 

Mais il est inutile d'insister davantage sur les propriétés des équi- 
différences, parce qu'elles sont de fort peu d'usage. 

Passons aux propriétés des proportions proprement dites, ou au- 
trement, des proportions géométriques. 

Des Proportions. 

m 

205. On entend (n° 203) par proportion l'expression de l'égalité 
de deux rapports ou quotients. 

Lorsque quatre nombres sont en proportion, le rapport commun 
qui existe entre les deux premiers termes et entre les deux derniers, 
peut être, ou un nombre entier, ou un nombre fractionnaire, ou une 
fraction proprement dite. 

Soient, par exemple, les proportions 

18 : e :: u : 8, 
12 : 9 :: 36 : 27, 
s : 12 :: 20 : 48. 

Dans la première , le rapport commun est 3 ; dans la seconde , 
12 36 4 

on a —=—=«=—: donc le rapport commun est un nombre es- 
9 27 3 

sentiellement fractionnaire. 

20 6 

Enfin , dans la troisième , on a = — , en supprimant le fac- 

leur 4 commun aux deux termes ; ainsi la fraction ~ est le rapport 
commun. 
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Propriété fondamentale. — Dans toute proportion, le produit des 
extrêmes est égal à celui des moyens. 

En effet, cette propriété serait évidente, si, au lieu d'une propor- 
tion telle que 

18 : 6 :: 24 : 8, 

on en avait une dont les antécédents fussent égaux à leurs consé- 
quents, si Ton avait, par exemple, 

18 : 18 :: 24 ; 24. 

Or, pour ramener la première proportion à cet état, il suffit évi- 
demment démultiplier chaque conséquent par le rapport commun 3 ; 
mais, par cette multiplication, l'un des moyens et l'un des extrêmes 
sont multipliés par un même nombre; ainsi, il en est de même du 
produit des extrêmes et du produit des moyens ; et, puisque alors 
les deux produits résultants sont égaux , les produits primitifs re- 
laient aussi. 

Observons ^'ailleurs que , si les quatre nombres donnés ne for- 
maient pas une proportion, il faudrait, pour rendre les conséquents 
égaux à leurs antécédents, multiplier ces conséquents chacun par 
un nombre différent qui exprimerait le rapport du premier terme* 
au second, ou du troisième terme au quatrième ; et comme , après 
cette multiplication, le produit des extrêmes deviendrait égal à ce- 
lui des moyens, il en résulte qu'avant la multiplication , les deux 
produits n'étaient pas égaux. 

D'où l'on peut conclure que si quatre nombres, énoncés ou écrits 
dans un certain ordre, sont en proportion, le produit des extrêmes est 
égal à celui des moyens. 

Réciproquement , si le produit des deux termes extrêmes est égal à 
celui des moyens, les nombres forment une proportion dans l'ordre où 
ils sont énoncés ou écrits. Car, s'il n'y avait pas proportion entre ces 
quatre nombres, on vient de voir que le produit des extrêmes ne 
serait pas égal à celui des moyens, ce qui serait contraire à la suppo- 
sition établie. 

Appliquons les notations algébriques à la démonstration de cette 
propriété et de sa réciproque. 

Soient quatre nombres a, b, c, d, en proportion, c'est-à-dire tels 
qu'on ait a : 6 : : c : d, ou ce qui revient au même, 

a c 

b~~d' 
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Multiplions les deux membres de cette égalité par bd; il 

abd cbd 

vient 

ou, réduisant, ad — bc. 

Donc le produit des extrêmes, ml, est éyal au produit des moyens, be. 
Réciproquement , soient quatre nombres a, b, c, d, tels que l'on 

ait ^ - aXe/ = 6Xc; 

divisons les deux membres de cette égalité par 6 X d; il 
Vlcnt bXd = bXd> 

ou, en supprimant les facteurs communs, g-— ^> c'est-à-dire 

o : b :: c : d. 



Donc fes ^iialre nombres forment une proportion dont les extrêmes 
sont les facteurs de l'un des deux produits, et dont les moyens sont tes 
facteurs de Vautre. 

206. Conséquence. — De cette propriété fondamentale il résulte 
que, connaissant trois termes d'une proportion, on doit, pour obtenir le 
quatrième, si c'est un extrême , diviser le produit des moyens par l'ex- 
trême connu, et, si c'est un moyen, diviser le produit des extrêmes par 
le moyen connu. 

Ainsi, soit la proportion 18 : 24 *.: 72 : x, 

comme on a 18 X* =24X72, 

il en résulte x = * = 96 ; 

lo 

ce qui donne 18 : 24 :: 72 : 96. 

207. Il peut arriver que les deux moyens d'une proportion soient 
égaux entre eux, comme dans celle-ci : 

9 : 12 :: 12 : 16; 

la proportion est dite alors une proportion continue. Dans ce cas, le 
produit des deux movcnF dpvi"»*nt ip carre de chacun d'eux, il s'en- 
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suit que ce carré est égal au produit des extrêmes ; donc chacun de» 
moyens a pour valeur la racine carrée du produit des extrêmes. 

Soit, par exemple, la proportion 50 : x \\ x : 8, x 
étant le moyen terme inconnu d'une proportion continue; on a 

^ = 50 X 8 = 400, 

d'où Ton déduit x = j/4ÔÔ=20; 

ce qui donne 80 : 20 :: 20 : 8. 
En général, soit la proportion a : x :: x : 6; il en résulte 

i , = oX6, d'où x mm [/a X b- Cette valeur de x est ce qu'or 
appelle un moyen proportionnel entre les deux nombres a et b. 

208. Autres propriétés. — On peut multiplier ou diviser les deux 
premiers termes, ou les deux derniers, par un même nombre, sans al- 
térer la proportion. 

En effet, le rapport des deux premiers termes, ou celui des deux 
derniers , n'est autre chose (n° 198) que le quotient d'une division 
dont le dividende est l'antécédent, et le diviseur le conséquent ; et 
l'on sait qu'en multipliant ou divisant les deux termes d'une divi- 
sion par un même nombre, on ne change pas la valeur du quotient. 

On peut également multiplier ou diviser les deux antécédents, mul- 
tiplier ou diviser les deux conséquents, par un même nombre, sans al- 
térer la proportion. 

Car, par ces transformations, on multiplie ou Ton divise à la fois 
l'un des extrêmes et l'un des moyens par un même nombre ; donc 
le produit des extrêmes reste toujours égal à celui des moyens. Or, 
d'après la réciproque de la propriété fondamentale, c'est une con- 
dition suffisante pour que les quatre nombres soient en propor- 
tion. 

On peut encore, comme dans l'équi-différence, intervertir l'ordre 
des extrêmes d'une proportion et celui des moyens, ou bien, mettre les 
extrêmes à la place des moyens, sans que la proportion cesse d'exister 
entre les quatre termes. 



Par exemple, de la proportion. . 


86 : 


; 12 


:: 75 : 


; 25, 


on déduit alternativement, 










1° en échangeant les extrêmes. . 


25 : 


; 12 


:: 75 : 


86; 


2° en échangeant les moyens. . 


36 : 


; 75 


:: ia 


: 25; 


8° en mettant les moyens à la' 












12 ! 


: 36 


:: 215 ; 


; 75. 
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Le rapport commun est différent d'une proportion à l'autre, ainsi 
ce rapport est 3 dans la première, — dans la seconde , — dans la 
12 i 

troisième, et — ou-^ dans la quatrième. Mais chaque proportion 

n'en existe pas moins, puisque, après ces mutations, il est évident 
que le produit des extrêmes reste toujours égal à celui des moyens. 

JV. B. — La plupart des auteurs de géométrie désignent par les 
dénominations de alternando et invertendo, les diverses mutations 
que l'on fait éprouver aux termes d'une proportion. 

Les transformations qui consistent à multiplier ou diviser les ter- 
mes s'appellent multiplicando ou dividende. 

Les propriétés suivantes sont d'un usage continuel en géométrie, 
et méritent toute l'attention des commençants. 

209. Première propriété.— Dans toute proportion, la somme ou la 
différence des deux premiers termes est au second terme comme la 
somme ou la différence des deux derniers est au quatrième. 

Ainsi, dans la proportion * 72 : 24 45 : 15, 
on a, en ajoutant, 72 + 24 : 24 :: 45 + 15 : 15, 
et en soustrayant, 72 — 24 : 24 :: 45 — 15 : 15, 

proportions que l'on peut vérifier facilement. 

Pour nous rendre compte de cette propriété d'une manière géné 
raie, observons qu'en augmentant ou diminuant chaque antécédent, 
de son conséquent, on ne fait qu'augmenter ou diminuer d'une unité 
chacun des deux rapports; et puisque les rapports primitifs étaient 
égaux, les rapports résultants le sont aussi. 

De la proportion 72 =b 24 : 24 :: 45 ± 15 : 15 

(± se prononce plus ou moins), 

on déduit, en changeant les moyens de place (n° 208), 

72 ±24 : 45 ±15 :: 24 : 15; 

mais on a déjà 72 : 24 : : 45 : 15, 
ou bien, 72 : 45 :: 24 : 15; 

donc, comme deux nombres égaux à un troisième sont nécessaire- 
ment égaux entre eux, il s'ensuit encore 

72 ±24 : 45 ± 15 :: 72 : 45, 
ou bien, 72±24 : 72 :: 45 ± 15 ; 45. 
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On peut donc dire aussi que , dans toute proportion , la somme 
ou la différence des deux premiers termes est au premier terme, 
comme la somme ou la différence des deux derniers est au troisième, 
énoncé qu'il serait facile de comprendre en un seul avec l'énoncé 
ci-dessus. 

310. Seconde propriété. — Dans toute proportion, la somme ou la 
différence des antécédents est à la somme ou à la différetice des consé- 
quents, comme un quelconque des antécédents est à son conséquent. 

Reprenons la proportion ci-dessus, 72 : 24 :: 45 : 15. 
et changeons les moyens de place; il vient 

72 : 45 :: 24 : 15. 

Or, rien n'empêche d'appliquer à cette nouvelle proportion la 
propriété du numéro précédent ; et l'on aura 

72 ±45 : 45 :: 24 ±15 : 15, 

ou, changeant les moyens de place, 

72 ±45 : 24 ±15 :: 45 : 15, ou :; 72 ; 24. 

Cette proportion , énoncée en langage ordinaire , et comparée à la 
proportion 72 : 24 :: 45 : 15 , démontre évidemment la 
propriété énoncée. 

Si , dans la proportion 72 ± 45 : 24 ± 1 5 : : 45 : 15, 
on considère d'abord les deux signes supérieurs , puis les deux 
sign?s inférieurs, on en déduit successivement 

72 + 45 : 24+ 15 :: 45 : 15, 
72 — 45 : 24-15 :: 45 : 15; 

d'où, à cause du rapport commun, 

72 + 45 : 24 +15 :: 72 — 45 : 24 — 15, 
pu bien, en changeant les moyens de place, 

72+45 : 72 — 45 :: 24 + 15 : 24— 15; 

c'est-à-dire que, dans toute proportion, la somme des antécédents est 
à leur différence, comme la somme des conséquents est à leur différence. 

211. Conséquences de cette propriété. — 1° Soit une suite de 
nombres a, b, c, d, e, f, g, h, i,k. . . . , tels que l'on ait 

a : b :: c : d :: c : f :: g : h :: i ; k. . . , 
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je dis que , dans cette suite de rapports égaux , la somme de tous les 
antécédents a, c, e, g, i, . . . est à la somme de tous les conséquents 
b, d, f, h, k, . . . comme un antécédent quelconque est à son conséquent. 

En effet, les deux pre- 
miers rapports a : 6 :: c : d, 

donnent, en vertu de la 

propriété précédente, . . a + c : 6 + d :: c : d; 
mais, comme on a. . . . c : d *.: e : f, 

il en résulte a + c b-\-d :: c : f; 

d'où, appliquant à cette 
nouvelle proportion la 

même propriété , . . . . a + c + e : 6 + d + f e f» 

mais on a encore c : f : : g : ; 

donc a + c + e : f :: g l kf 

et par conséquent. . . . a + c + e+a \ 6 + d+/+A ;: g '. h ; 
et ainsi de suite, quel que soit le nombre des rapports égaux. 

8 2 

2° Soient deux fractions égales , ^ , si Von fait la somme des 
numérateurs et celle des dénominateurs, il en résulte une nouvelle frac- 
tion, j- , égale d chacune des fractions proposées. 

En effet, l'égalité y| =§> revient à la proportion 8 ; 12 :: 2 : 3 ; 
d'où, en appliquant la propriété ci-dessus, 

8 + a : 12 + 8 :: 8 : 12 2:3; 

donc * «±! 

12 + 8 12 8 

Il en serait de même si l'on faisait la différence des numérateurs 
et celle des dénominateurs. 

Les transformations qui se rapportent aux propriétés précédentes 
se désignent par les mots addenda et substrahendo. 

212. Troisième propriété. — Si Von a un nombre quelconque de 
proportions, et qu'après les avoir placées les unes au-dessous des autres, 
on les multiplie par ordre, les produits résultants seront encore en pro- 
portion. 
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Soient, par exemple, les trois proportions 



a : 


8 


:: 12 ; 


82; 


7 : 


15 


: : 28 


: 60, 


40 : 


12 


:: 50 ; 


, 15; 



il résulte d'abord de leur déGnition , qu'elles peuvent être écrites 
ainsi : 

8 _12 

8 "sa 1 

_7 = 28 
15~"60' 
■40 50 
12~15* 

Cela posé , si Ton multiplie ces égalités membre à membre , 
il en résultera nécessairement des produits égaux. Or, en ef- 
fectuant cette opération d'après la règle de la multiplication des 

r / 8 X 7 X 40 12 X 28 X 50 

fractions (voyez n< 59) , on a 8 x 18 x 12 = 3â X 60 X & 

d'où 8 X 7 X 40 : 8 X 16 X 12 :i 12 X 28 X 50 : 82 X 60 X 13, 
ou, effectuant les calculs, 

840 : 1440 :: 16800 : 28800. 

C. Q. F. D. 

On peut facilement constater l'exactitude de cette dernière pro- 
portion : car, en divisant les deux derniers termes successivement 
par 10 et par 2, on trouve 

840 : 1440 :: 840 : 1440, 

proportion évidente, qu'on appelle proportion identique. 

JV. B. — Il est à remarquer que, d'après la nature des opérations 
qui viennent d'être effectuées, le rapport commun de la proportion 

840 

précédente, savoir 77777, est égal au produit des trois rapports des 

proportions données. 

Ainsi , les trois rapports étant, comme il est facile de le vérifier, 
8 7 10 . . u 210 . ♦ , 

8' 15' T' on a pour p ' â6Ô 0U ' en su PP rimant Ie 

7 

facteur 80 communaux deux termes, — , résultat auquel la frac- 

12 1 
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840 

tÎ0D Ï44ÏÏ p6Ut êtFe réduite P ar la su PP ression du facteur coin 
mun 120. 

7 

Ce rapport,—» <I ui provient de la multiplication de plusieurs 

autres rapports, est appelé, par les arithméticiens, rapport composé. 

L'opération qui a fait l'objet de la propriété précédente, se dési- 
gne d'ailleurs par le mot componendo. 

213. Conséquences de cette propriété. — 1° Lorsque quatre nom- 
bres sont en proportion, les carrés , les cubes, et en général les puis- 
sances semblables de ces nombres, sont aussi en proportion. 

Pour nous rendre compte de cette conséquence, il suffit d'obser- 
ver que, d'après la propriété précédente, plusieurs proportions sem- 
blables, multipliées par ordre, donneraient lieu â des produits en 
proportion. 

2° Réciproquement, lorsque quatre nombres sont en proportion, les 
racines carrées , cubiques , quatrièmes , . . . de ces nombres, sont en 
proportion. 

a 



Soit la proportion a : 6 :: c : d, ou^- 
Puisque les deux rapports^, ^, sont égaux, tes racines carrées 

de ces rapports sont aussi égales ; et l'on a \ — \ 

Mais, pour extraire la racine carrée d'une fraction, il faut (n° 187) 
extraire la racine carrée du numérateur et celle du dénominateur, 
ce qui donne 

donc ^=-^4, ou bien, j/^" : [/T :: /c : 
yb y d 

Le raisonnement serait le même pour la racine cubique, ou pour 
une racine de degré quelconque , en partant de ce principe géné- 
ral , que pour extraire une racine de degré quelconque d'une fraction, 
il faut extraire la racine du numérateur et celle du dénominateur. 

2U. Remarque. — Lorsque les nombres a, b, c, d, ne sont pas des 
carrés parfaits, les quantités [/ a, )/~,{/~c~, j/(/7sont des nom- 
bres irrationnels ; et la proportion ci-dessus a lieu alors entre de? 
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nombres incommensurables ; c'est-à-dire que l'on est conduit à con- 
sidérer des rapports entre des nombres incommensurables, rapports 
qui, en général, sont eux-mêmes irrationnels; et il s'agirait d? 
savoir si l'on peut appliquer à des proportions de cette espèce toutes 
les propriétés qui ont été établies précédemment. 

Pour reconnaître que la réponse est affirmative, il suffit de se rap- 
peler ce qui a été dit précédemment (n°* 182 et 193), qu'un nom- 
bre irrationnel peut toujours être remplacé , mentalement, par un 
nombre fractionnaire exact qui ne diffère du nombre proposé que 
d'une quantité aussi petite que l'on veut , et qui , par conséquent, 
peut être prise tellement petite, qu'on ne doive avoir aucun égard 
à l'erreur que l'on commettrait en négligeant cette quantité ; et c'est 
alors entre les nombres commensurables substitués aux grandeurs 
irrationnelle», que les rapports sont censés établis. 

Quant aux rapports entre des nombres fractionnaires exacts, il est 
aisé de reconnaître, d'après la règle de la division des fractions, 
qu'ils peuvent toujours être remplacés par des rapports entre des 
nombres entiers. 

3 5 

Par exemple, le rapport de y à —, étant le quotient de la division 

8 5 3 11 SB 

de y par — , est égal (n° 62) à y X y, ou à ^ , c'est-à-dire au 

rapport de 33 à 35. 

De même, le rapport de ^ à ^| est égal à-^ X r| > ou bien au 

o 2â o 15 

rapport de 161 à 120. 

Ainsi , toutes les propriétés démontrées précédemment sur les 
proportions , en supposant que les termes fussent des nombres en- 
tiers, ont toujours lieu, quelle que soit la nature de ces termes. 

§ II. De la Règle de Trois et des Règles qui en dépendent. 

DE LA RÈGLE DE TROIS. 

215. Eh arithmétique, on donne le nom de règle de trois simple, 
à l'opération par laquelle, étant donnés trois termes d'une proportion, 
on parvient à déterminer la valeur du terme inconnu. Nous avons 
exposé (n° 206) le moyen d'obtenir ce quatrième terme ; ainsi, pour 
résoudre une question dépendant de la règle de trois, tout se réduit 
à former la proportion que fournit l'énoncé de la question. C'est 
ce que les exemples suivants vont éelaireir. 
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Premieii exemple. — On demande le prix de 384 kilogrammes d'une 
certaine marchandise, en supposant que 25 kilogrammes dt la même 
marchandise aient coûté 650 fr. 

Analyse du problème. — Puisque 25*? ont coûté 65<V\ il est clair 
que pour 2, 3, A.... fois plus de kilogrammes, on doit payer 2,8,4.... 
fois davantage. Ainsi , les deux nombres de kilogrammes sont né- 
cessairement dans le môme rapport que les prix de ces deux nom- 
bres ; et, par conséquent, il y a proportion entre eux. 

Donc , si l'on désigne par x le prix inconnu des 384 * , on aura la 
proportion 

2»*? : 384** :: qw : x ; 

„ w „ 884 X 650 249600 ftno , ' . , 
d'où ( n° 206) x = ^- = —^z — = 9984 ; ce qui donne 

9984 fr. pour le prix des 384 kilogrammes. 

N. B. — Dans cet exemple , on pouvait simplifier l'opération , en 
observant que les deux antécédents de la proportion ci-dessus sont 
divisibles par 25 ; car, si Ton supprime ce facteur commun, il vient 

1 : 384 :: 26 : x; d'où x=384 X 26 = 9984. 

Toutes les fois que ces simplifications se présentent , on ne doit 
pas les négliger. 

Second exemple. — On a payé 743 //y 15' 8 d pour 43 T 5 P 4P d'un 
certain ouvrage; on demande combien il faut payer pour 77 T 8 P 8p du 
même ouvrage. 

Il est évident gu'il y a encore proportion entre les deux nombres 
fractionnaires de toise, et les prix de ces deux nombres. 
Soit donc x le prix demandé; on aura la proportion 

43 T 5 P 4P : 77 T 3 P 8P :: 748"" 15' 8* : x. 

On pourrait , d'après les règles établies pour le calcul des nom- 
bres complexes , faire le produit des deux moyens , et diviser ce 
produit par l'extrême connu ; mais on abrégera considérablement 
les calculs en réduisant les deux premiers termes , qui expriment 
des unités de même nature, en subdivisions de la plus petite espèce 
que ces deux nombres renferment , et par conséquent en pouces. 

On obtient ainsi la nouvelle proportion 

3160P : 5588P :: 743"" vs* 8" : x, 

ou, en supprimant le facteur 4 commun aux deux premiers termes, 
790 : 1397 :; 743" y 15' 8" : x. 
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Par là, on est conduit à effectuer une multiplication d'un nombre 
complexe par un nombre entier , et à diviser le produit qui en 
résulte, par un autre nombre entier ; ce qui est beaucoup plus 
simple. 

D'abord, le produit de 74S"» 15* 8 d par 1897 est égal à 
1089065"" 6' 4 d . 
Divisant ce produit par 790, on obtient enfin pour quotient, 

1118»» »• 8' g ou g» 

Cet exemple est le seul que nous nous proposerons sur les nom- 
bres complexes, parce que, depuis rétablissement du nouveau 
système de poids et mesures , on n'a guère à considérer de propor- 
tions qu'entre des nombres entiers, ou entre des nombres fraction- 
naires décimaux. Il suffira de se rappeler que, dans les exemples de 
ce genre , il est généralement plus simple de réduire les deux pre- 
miers termes <L la proportion (qui sont toujours des nombres de 
même nature) en unités de la plus petite des subdivisions que renfer- 
ment les deux nombres. 

Troisième exemple. — lia fallu 20 jours à 185 hommes pour faire 
un certain ouvrage; on demande combien il faut de jours à 800 hom- 
mes, pour faire le même ouvrage. 

Analyse. — Si un certain nombre d'hommes a employé 20 jours 
pour faire un certain ouvrage , il est clair qu'un nombre d'hom- 
mes, 2, 8, 4. . . fois plus grand, doit employer 2, 8, 4 fois moins 

de temps , toutes choses égales d'ailleurs ; donc , autant de fois 
le premier nombre d'hommes, 185, sera contenu dans le se- 
cond, 800, autant de fois le nombre de jours nécessaire au 
second nombre d'hommes, c'est-à-dire le nombre cherché x, sera 
contenu dans le nombre de jours nécessaire au premier nombre 
d'hommes. 

Ainsi, l'on a la proportion 

185* : 800* :: : 20>, 

ou , en mettant les- moyens à la place des extrêmes , afin d'avoir x 
comme dernier terme, 

800 : 185 :: 20 : x ; 

* i 11 ,8 *> X 20 2700 n1ûuFt 

d'où 1 on tire x = ^00 ~ W = 9 ' 
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(On peut supprimer dans la proportion, 1° le facteur 18 commun 
aux deux premiers termes, 2° le facteur 20 commun aux deux an- 
técédents, ce qui donne la proportion 1 : 9 *.*. 1 : x; d'où x = 9. ) 

216. Remarques sur les Rapports directs ou imxrses. 

C'est ici le lieu de fixer les idées des commençants sur le sens de 
certaines dénominations dont les mathématiciens se servent fré- 
quemment. 

Les questions qui dépendent d'une règle de trois simple renfer- 
ment toujours, dans leur énoncé, quatre nombres, dont deux d'une 
certaine espèce, et deux d'une autre espèce. Sur ces quatre nombres 
trots sont connus et un inconnu ; de plus , chacun des termes de la 
seconde espèce est lié intimement par les conditions de l'énoncé à 
l'un des termes de la première espèce. 

Ainsi, dans le premier exemple ci-dessus, deux des quatre nom- 
bres expriment des poids, tandis que les deux autres expriment les 
prix respectifs de ces poids. Le prix du premier poids est donc lié 
avec ce poids, et peut, pour cette raison, être appelé le terme cor- 
respondant au premier poids. Pareillement, le second poids et le 
prix du second poids sont des termes correspondants. 

Dans le second exemple, deux des quatre nombres expriment des 
longueurs, et les deux autres sont encore les prix de ces longueurs. 
Chacun des deux prix est dit le terme correspondant à la longueur 
estimée par ce prix. 

Enfin, dans le troisième exemple, on considère deux nombres 
d'hommes, et les deux nombres de jours employés par ces nombres 
d'hommes à faire un certain ouvrage. Le nombre de jours employé 
par le premier nombre d'hommes est dit le correspondant de ce nom- 
bre d'hommes ; et le second nombre de jours est le correspondant 
du second nombre d'hommes. 

Cela posé, on dit qu'il y a relation directe entre les deux nombres 
de la première espèce et les nombres de la seconde, ou bien que les 
deux nombres de la première espèce sont directement proportionnels 
à leurs correspondants de la seconde, lorsque, après avoir constaté 
qu'il y a proportion entre les quatre nombres, on a reconnu de plus 
que chaque nombre croit ou décroit en même temps que son corres- 
pondant ; et alors l'un des nombres de la première espèce, et son cor- 
respondant de la seconde espèce, doivent former les deux antécédents 
de la proportion, tandis que l'autre terme de la première espèce, et 
son correspondant de\2i seconde, doivent former les deux conséquents; 
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c'est-à-dire qu'un terme de la première espèce, et son correspondant 
de la seconde, doivent former un extrètne et un moyen, etque l'autre 
terme de la première espèce , et son correspondant, doivent former 
un moyen et un extrême. 

Au contraire , il y a relation indirecte entre les quatre nombres , 
ou bien les deux nombres de la première espèce sont dits récipro- 
quement ou inversement proportionnels kleurs correspondants, lorsque 
chaque terme croit quand son correspondant décroît, et vice versâ; 
et alors chacun des termes de la première espèce et son correspondant, 
doivent former les deux extrêmes, tandis que l'autre terme de la pre- 
mière espèce et son correspondant doivent former les deux moyens. 

En reprenant les proportions des trois exemples déjà traités, on 
voit aisément que , dans les deux premières , il y a relation directe 
entre les quatre nombres , c'est-à-dire que les deux poids ou les 
deux longueurs sont directement proportionnels aux deux prix ; mais 
que, dans la troisième, il y a relation indirecte, ou bien, que les deux 
nombres d'hommes sont réciproquement proportionnels aux deux 
nombres de jours (*). 

Au reste , l'analyse du problème fait toujours reconnaître si la 
relation est directe ou indirecte. Il ne s'agit que de savoir, après avoir 
toutefois constaté la proportionnalité , si , une des grandeurs de la 
première espèce augmentant ou diminuant, sa correspondante doit 
augmenter ou diminuer, ou bien, si, au contraire, une grandeur de 
la première espèce augmentant ou diminuant, sa correspondante doit 
diminuer ou augmenter. Dans le premier cas, il y a relation directe, 
ou les deux nombres de la première espèce sont directement propor- 
tionnels à leurs correspondants / dans le second, il y a relation indi- 
recte, c'est-à-dire que les deux nombres de la première espèce sont 
réciproquement proportionnels à leurs correspondants. 

On dit encore , dans le premier cas, que chaque grandeur de la 
première espèce est en raison directe de sa correspondante, et dans 
le second, qu'elle est en raison inverse de sa correspondante. 

Par exemple , le prix d'une certaine marchandise est en raison 
directe du nombre d'unités de cette marchandise, parce que plus il 
y a d'unités de cette marchandise, plus il faut payer pour ce nombre 
d'unités; au contraire, le nombre de jours nécessaire à un certain 

O Les dénominations de relation directe et de relation indirecte ont été proposées par 
Uauduit, l'un des meilleurs auteurs de traités d'Arithmétique. 
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nombre d'hommes pour faire un ouvrage, est en raison invem Ju 
nombre d'hommes, parce que plus il y a d'hommes pour faire cet 
ouvrage, moins il faut de jours. 

217. Ces locutions, quoique vicieuses, sont souvent employées 
en Mathématiques. Ainsi, en parlant de deux fractions qui ont 
même dénominateur, on dit qu'elles sont en raison directe de leurs 
numérateurs, et de deux fractions qui ont même numérateur, qu'elles 
sont en raison inverse de leurs dénominateurs. 

Pour interpréter ces deux expressions , considérons d'abord les 
7 11 

deux fractions -rr , — , qui ont même dénominateur. 
12 12 

7 11 

On a évidemment la proportion ^ : j| :: 7 : 11, puisque le 

second rapport n'est autre chose que le premier dont les deux ter- 
mes ont été multipliés par 12. 

7 

lr, la fraction et le numérateur 7 qui lui correspond forment 

les deux antécédents, tandis que la fraction |i et le numérateur 1 1 

qui lui correspond, forment les deux conséquents. Ainsi, les deux 
fractions sont directement proportionnelles à leurs numérateurs ; ou 
bien elles sont en raison directe de leurs numérateurs. 

15 1 S 

Soient maintenant les fractions — et — qui ont même numé- 
rateur. 

15 15 11 

On a d'abord ta proportion — : — puisque le se- 

cond rapport n'est autre chose que le premier dont les deux termes 
ont été divisés par 15. 

Mais, si l'on multiplie les deux termes du second rapport de cette 
proportion par 23 X §6, il viendra, réduction faite, 

— ; i| :: 36 : 28. 



15 

Or, la première fraction —et son dénominateur 23, forment 



15 

les extrêmes d'une proportion dont la seconde fraction — et son 

ARITHMÉTIQUE. 17 
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262 RAPPORTS DIRECTS OU INVERSES. 

dénominateur 86 , forment les moyens. Ainsi ,. les deux fractions 
sont réciproquement proportionnelles à leurs dénominateurs; ou 
bien, elles sont en raison inverse de leurs dénominateurs. 

On a vu d'ailleurs (n° -45) qu'une fraction est d'autant plus grande 
que son numérateur est plus grand, le dénominateur restant le 
même, et qu'au contraire , elle est d'autant plus petite que son dé- 
nominateur est plus grand, le numérateur restant le môme. 

Nous avons cru devoir donner quelques développements à ces 
principes, parce que nous avons remarqué que les jeunes gens se 
trompent souvent dans la résolution des questions relatives aux 
proportions, faute de notions suffisantes sur la manière de les éta- 
blir convenablement. 

218. Il est d'usage , lorsqu'on a à résoudre une question dépen- 
dant de la règle de trois, de faire en sorte que le dernier terme de la 
proportion soit le terme inconnu. 

Pour satisfaire à cette condition, on commence par écrire le rap- 
port des deux termes de l'espèce dont l'inconnue fait partie. En- 
suite, après avoir reconnu par l'analyse du problème si la relation 
entre les quatre nombres est directe ou inverse, on place l'autre rap- 
port à la gauche de celui-ci, de manière que lé terme dont x est le 
correspondant soit le premier moyen ou le premier extrême, suivant 
que la relation est directe ou inverse. ( Voyez n° 216. ) 

Quatrième exemple. — On suppose que 45 ouvriers aient fait 280 
mètres de maçonnerie; et Von demande combien 76 hommes feront du 
même ouvrage dans le même temps. 

Soit x le nombre de mètres cherché; on écrira d'abord le rap- 
port 280 : x; 

ensuite on observera que plus il y a d'hommes , plus ils font d'ou- 
vrage ; ainsi, la relation est directe; donc, x étant un conséquent ou 
un extrême , son correspondant 76 doit être le premier conséquent 
ou le premier moyen, et l'on aura 

45 : 76 :: 280 : x; 

280 V 76 

d'où l'on tire x = ^ = 472™,89, à 0,01 près. 

Cinquième exemple. — Un équipage de vaisseau n'a plus que pour 
20 jours de vivres; et cependant il doit encore tenir la mer pendant 
85 jours. On demande à combien on doit réduire la ration journalière 
de chaque individu. 
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Analyse, -r Soient 1 la ration ordinaire de chaque individu , et 
x celle qui doit lui être délivrée, vu les circonstances où l'équipage 
se trouve ; il est clair que cette nouvelle ration doit être 2 fois , 
3 fois. . . . plus petite , par rapport à la première , si le nombre 
de jours pendant lequel le vaisseau restera en mer devient 2 fois, 
3 fois. . . . plus considérable. Ainsi, les deux rations sont inverse- 
ment proportionnelles aux deux nombres de jours. 

Donc, si l'on pose le rapport 1 : x, 

le nombre 35 dont x est le correspondant , doit former le premier 
extrême, puisque x est le second ; et Ton écrira 



35 : 20 



* • 



20 4 

d'où x = ~ == ■=. C'est-à-dire que la ration de chaque individu 
35 i 

doit être réduite aux ~ de la ration ordinaire. 

7 

Autre solution. — On peut parvenir à ce même résultat sans le 
secours des proportions, et d'une manière plus simple. 

Admettons pour le moment qu'il n'y ait plus qu'une seule ration 
ordinaire pour chaque individu, pour tenir la mer pendant 35 jours, 

la ration journalière se trouvera alors réduite à ~ de la ration or ' 

35 

dinaire ; mais comme, d'après l'énoncé, il y a 20 rations par chaque 

1 20 

individu, il s'ensuit que la ration actuelle doit être ~ X 20, ou 

85 35 

c'est-à-dire les - de la ration ordinaire. 

219. Bègle de trois composée. — On nomme ainsi l'opération par 
laquelle on détermine le quatrième terme d'une proportion résul- 
tant de la multiplication de deux ou plusieurs autres. 

Sixième exemple. — 20 ouvriers ont employé 18 jours à faire 
500 mètres d'un certain ouvrage; on demande en combien de jours 
76 ouvriers feront 1£65 mètres du même ouvrage. 

Analyse. — Cet énoncé donne lieu à considérer trois rapports , 
savoir , le rapport des deux nombres d'ouvriers , celui des deux 
nombres de jours, et le rapport des deux ouvrages. Mais, pour sim- 
plifier la question et la ramener aux questions précédentes, nous 
supposerons d'abord que l'ouvrage à faire par les deux troupes 
d'ouvriers soit le même et égal au premier, 500 mètres. Alors la 
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question reviendra à celle-ci : 20 ouvriers ont employé 13 jours à 
faire 500 mètres d'un certain ouvrage; combien 76 ouvriers emploie- 
ront-ils de jours à faire ce même ouvrage ? 

Ici, il y a évidemment proportion (avec relation indirecte) entre 
les deux nombres d'ouvriers et les deux nombres de jours. Ainsi , 
désignant par x non pas le nombre de jours qui correspond au pre- 
mier énoncé, mais celui qu'on cherche d'après le nouvel énoncé, on 
aura la proportion 

76 : 20 :: 18 : x. . . . . . (i). 

On pourrait tirer de cette proportion la valeur de x; mais nous 
allons voir que cela est inutile. Il suffit seulement de raisonner 
sur x, en le considérant comme déjà connu d'après cette propor- 
tion. 

Observons maintenant que, x étant le nombre de jours nécessaire 
aux 76 ouvriers pour faire les 500 mètres, il ne s'agit plus que de 
savoir combien il leur faut de jours pour faire les 1265 mètres. 
Or, le nombre des ouvriers étant le même, si l'ouvrage devient 
ible, triple, etc. , le nombre de jours devra être double, tri- 
ple, etc. ; ainsi, il y a proportion avec relation directe; et si l'on dé- 
signe par x' (x prime) le nombre de jours cherché (c'est alors le 
nombre inconnu du premier énoncé ), on aura la nouvelle propor- 
tion 

500 : 1265 :: x : x'. . . . (2) 

( 500 et x forment un extrême et un moyen , parce que la relation 
est directe ). 

Multiplions actuellement , terme à terme , les deux proportions 
(1 ) et (2), il en résultera ( n° 218 ) 

76 X 800 : 20 X 1265 :: 18 X i : i X a , 

ou, supprimant le (acteur x commun aux deux derniers termes, 

76 X 500 : 20 X 1265 :: 18,: x'. 

, 20 X 1265X18 4 ,,187 
Donc,x = ?6 ^ 5Q0 =11 Ï9Ô' ou 12 J0urs env,im 

Passons à un exemple encore plus compliqué. 
Septième exemple. — 500 hommes, travaillant 12 heures par jour, 
ont employé 57 jours à creuser un canal de 1800 mètres de long sut 
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7 mètres de large et 3 de profondeur; on demande en combien de jours 
860 hommes travaillant 10 heures par jour, creuseront un autre canal 
de 2900 mètres de long sur 12 mètres de large et 5 de profondeur, dans 
un terrain 3 fois plus difficile que le premier. 

Voici le tableau des calculs, dont nous donnerons ensuite l'ex- 
plication : 



860*°"* 


: 5oo*- 


♦ • 

• • 


57> 










• » 
■ • 


X 




• (2), 






• • 

• • 


x' : 


. x" 


• • (*). 


im.larg . 




• • 

• • 


x" ! 


x'" 


. • w, 


gm.pr . 




• • 

• • 


x" : 




. • (8), 




3-"/ 


• • 

• ■ 


x" ; 


x r ou X . . 


• • (6). 



860 X 10 X 1800 X 7 X 3 X 1 : 500 X 12 X 2900 X 12 X 5 X 3 ;: 57 : X; 

jt « Y 600X12X2900 X 12XSX3 X 57 51 
d 0U X = 860X 10 X 1800 X 7 X3 X 1 M * 15T 

Analyse. — On distingue dans l'énoncé ci-dessus deux parties 
principales : la première comprend les nombres 

500*""*, 12*, 57', 1800 m - /o % 7 m *' ar *, 8- ,pr , i% 
et la seconde, 860, 10, X, 2900, 12, 5, 3. ' 
( Puisque le second terrain est trois fois plus difficile à fouiller que 
le premier, on peut représenter la dureté du premier terrain par 1 , 
et celle du second par 3, comme-on le voit ici. ) 

On a désigné d'ailleurs par X le nombre de jours cherché. 

Cela posé, admettons d'abord que l'ouvrage à faire par les deux 
troupes d'ouvriers soit le même , et de plus que l'une et l'autre 
troupe travaillent le même nombre d'heures par jour. 

Comme, dans ce cas, plus il y a d'ouvriers pour faire cet ouvrage, 
moins il faut de jours , on a une relation indirecte entre les deux 
nombres d'ouvriers et les deux nombres de jours. Ainsi, désignant 
par x le nombre de jours nécessaire aux 860 ouvriers pour creu- 
ser le premier fossé, le temps de leur travail par jour étant d'ail- 
leurs de 12 heures comme pour les 500 ouvriers , on a la propor- 
tion (1) dans laquelle 860 et son correspondant x forment les deux 
extrêmes. 

Actuellement, si ces 860 hommes, au lieu de travailler 12 heu- 
res, ne travaillent que 10 heures, ils devront nécessairement em- 
ployer plus de jours à faire le même ouvrage. Ainsi , ayant égard 
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aux deux nombres d'heures de travail par jour, comme moins il y 
a d'heures de travail, plus il faut de jours, on a encore une relation 
indirecte entre les deux nombres 12*, 10*, et les deux nombres de 
jours x, x ; ce qui donne la proportion (2) dont 10 et son corres- 
pondant x forment les extrêmes. 

On pourrait, en multipliant les deux proportions (1) et (2), Tune 
par l'autre , et observant que le terme x disparaîtrait comme fac- 
teur des deux derniers termes de la nouvelle proportion, on pour- 
rait, dis-je, obtenir la valeur de x', qui exprimerait le nombre de 
jours nécessaires aux 860 ouvriers travaillant 10 heures par jour,' 
pour creuser le premier fossé ; mais cela est inutile, et il suffit de 
regarder x' comme déterminé. 

Faisons maintenant varier la longueur du fossé en. conservant 
la même largeur, la même profondeur, et la même dureté de 
terrain. 

Or, si le fossé a plus de longueur, toutes choses égales d'ailleurs, 
il faut nécessairement plus de jours pour le creuser ; ainsi , il y a 
relation directe entre les deux nombres 1800,2900, et x', x" (x" ou 
x seconde désignant le nombre de jours correspondant à la longueur 
2900), d'où résulte la proportion (8) dont 2900 et x" forment un 
moyen et un extrême. 

Répétant les mêmes raisonnements par rapport à la largeur et à 
la profondeur, on obtient les deux proportions (4) et (5), dans les- 
quelles x" et x IV (ou x tierce et a quarte) expriment les nombres 
de jours qui correspondent aux variations de la largeur et de la 
profondeur. 

Enfin, si l'on a égard à la différence des duretés des deux terrains, 
il y aura évidemment relation directe; et l'on obtiendra la propor- 
tion (6) dont le dernier terme x T ou X exprime le nombre de jours 
cherché. 

Multipliant alors, terme à terme, les six proportions établies suc- 
cessivement, et observant que tous les termes x, x', x", x"' x ,v , dis* 
paraissent comme facteurs communs dans le second antécédent et 
le second conséquent de la nouvelle proportion, on obtient la pro- 
portion (7), d'où l'on déduit la valeur de X, qui, toute simplification 

faite, se réduit à 549^. 

Ainsi, le nombre de jours demandé est de 849 environ. 

V. B. — Rappelons-nous toutefois que , lorsqu'on est parvenu 

I 
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à l'exnro^ion X - «00 X 12 X 2900 X ^ X S X 8 X 87 
a i expression a _ 860 X 10 X 1800 X 1 X 3 X 1 ' 

il faut, avant d'effectuer toutes les multiplications indiquées, avoir 
soin de supprimer tous les facteurs communs qui sont en évidence 
au numérateur et au dénominateur. 
Ici , par exemple , après avoir opéré toutes ces suppressions, on 

obtient X == 8 X * X 57 , ou , en effectuant alors les 

43 X 7 

calculs, X = W -=S49 W . 

Cet exemple, qui est un des plus compliqués qu'on puisse se pro- 
poser, suffit pour mettre les commençants au fait de la marche qu'il 
faut suivre dans tout autre. 

220. Remarques générales sur la règle de trois., — L'opération d'a- 
près laquelle on parvient à déterminer le nombre inconnu, dans les 
deux questions précédentes, s'appelle règle de trois composée, parce 
qu'en effet on parvient à une proportion dont le premier rapport 
est formé par la multiplication de tous les rapports compris dans 
l'énoncé , à l'exception de celui dont l'inconnue fait partie , et qui 
forme le second rapport de la proportion. 

Autrefois , on distinguait encore les règles de trois , en règle de 
trois simple et directe, règle de trois simple et inverse, règle de trois 
composée directe et inverse tout à la fois, etc. ; mais on est générale- 
ment d'accord pour rejeter toutes ces dénominations comme vicieu- 
ses, ou du moins comme inutiles pour la résolution de la question. 

La seule attention qu'il faut avoir, en plaçant les unes au-dessous 
des autres les différentes proportions dont le produit doit donner 
lieu à la proportion qui a pour seul terme inconnu le nombre de- 
mandé, c'est de s'assurer si les quatre nombres que l'on compare, 
pour chaque proportion, sont directement ou réciproquement propor 
tionnels, et d'écrire la proportion en conséquence et d'après la re- 
marque du n°218. 

Nous proposerons pour exercice les problèmes suivants 

Huitième exemple. — 15 ouvriers, travaillant 10 heures par jour, 
ont employé 18 jours d faire 450 mètres d'un certain ouvrage; on de- 
mande combien il faut d'ouvriers, travaillant 2 heures par jour, pour 
faire en 8 jours 480 mètres du même ouvrage. 

[ Rèp. X = 80 hommes. ] 
EuviÈME exemple. — // a fallu 1200 mètres de drap à \de large, 
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pour habiller 500 hommes; on demande combien il faul de mètres 
à pour en habiller 060. 
[Rép. 8391 m ).] 

Dixième exemple. — Un courrier marchant 15 heures par jour, a 
fait une route de 375 lieues dans 20 jours de temps, on demande com- 
bien il doit marcher d'heures par jour pour faire 400 lieues dans 
18 jours. 

[Rép. 17* £.] 

DE LA REGLE D*I5TERET. 

221. On appelle intérêt d'une somme, le bénéfice résultant du 
prêt que Ton fait de cette somme , ou le prix du loyer de cette 
somme pendant un certain temps ; la somme placée se nomme 
d'ailleurs le capital. 

L'intérêt d'une somme dépend de la quotité de ce capital, du temps 
pendant lequel il est placé, et du taux d'intérêt. On appelle taux, 
l'intérêt ou le bénéfice que rapporte une somme déterminée pen- 
dant un temps aussi déterminé ; ordinairement , c'est le bénéfice 
que rapportent 100 francs prêtés pendant un an. 

Ce taux, qui peut être considéré comme une sorte d'unité d'ùdé- 
rêt, est de pure convention entre le préteur et l'emprunteur ; il dé- 
pend généralement de l'abondance ou de la rareté des capitaux. 
Cependant, il y a dans le commerce ou dans la banque, des limites 
( fixées par l'usage et par la loi) au delà desquelles le toux ne peut 
monter sans être appelé usure. (Vusurier est celui qui prête son 
argent beaucoup au-dessus du taux généralement admis.) 

La règle d'intérêt n'est qu'un cas particulier de la règle de trois 
composée ; nous allons en donner des exemples. 

Premier exemple. — On demande l'intérêt d'une somme de 4500 
francs, pour 2 ans 5 mois, à raison de 7 francs p. ~ par an {p. $ est 
la manière usitée dans le commerce d'écrire pour 100). 

Cet énoncé est l'expression abrégée de celui-ci : 

1 00 francs rapportant 7 francs d'intérêt par an , combien produira, 
à proportion, une somme de 45W, placée ou prêtée pendant 2 ans 
5 mois ? 

Analyse et solution. — Appliquant à cette question les principes 
établis précédemment, nous dirons : Les intérêts de deux capitaux 
placés pondant le même temps, sont directement proportionnels à 
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ces capitaux; ainsi, en appelant x l'intérêt du capital 4500' placé 
pendant un an, on aura cette première proportion 

100 : 4soo :: 7 : x. . . . (i). 

Ensuite , les intérêts d'un même capital sont directement propor- 
tionnels au temps pendant lequel il est placé ; donc , si l'on dé- 
signe par X l'intérêt de 4500^ pour 2 ans 5 mois , ou l'intérêt de- 
mandé, on aura cette nouvelle proportion 

i M : a— s™* :: x : x. . . (2); 

d'où, multipliant terme à terme les proportions (1) et (2), 

100 : 4500 x 2 a,M * mo " :: 7 : x, 

4800 V *îfl n * & mott V 7 
et par conséquent X = — — m — =SîZX* afU W ot : 

Effectuant l'opération marquée par 816 

31 5 X 2 aw ' 4* , d'après les règles con- 5 mois 

nues , et comme on le voit à côté , 680 

on trouve pour résultat, 761 francs 4 m ...105 

25 centimes. Ainsi , l'intérêt demandé 1 ... 26,25 

monte à 761 fr. 25 centimes. 76 1 ,25 

Soit, en général, un capital a placé pendant un tempsexprimé par t, 
à raison de i p. 100 par an. 

En raisonnant comme ci-dessus , on sera conduit aux deux pro- 

p°*<- • j T | ; g i ; ; ) -, 

d'où l'on déduit 100 ; o X t :: i ; X; 

et par conséquent 

- a X l X i ait 

~ 100 ""100* 

ait 

Cette formule X = — , comprend , sous une forme facile à re- 
tenir, la manière de déterminer l'intérêt d'une somme quelconque, 
placée pendant un certain temps, et d'après un certain taux. 

En langage ordinaire,. elle signifie qu'il faut multiplier la somme 
proposée par le taux d'intérêt pour un an, puis par te temps pendant 
lequel la somme est placée, et diviser le résultat par 100. C'est dans 
celle opération que consiste la règle d'intérêt simple. 
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222. Ou peut d'ailleurs parvenir à cette formule sans le secours 
des proportions , et par un moyen qu'il est bon de faire connaître. 

Puisque 100 francs rapportent, dans l'unité de temps ou dans un 
an, un nombre de francs marqué par », il est clair qu'un seul franc 

• 

doit rapporter j^. Donc une somme quelconque rapportera, dans 

• « 
i ai 

un an, — X a, ou ; et cette même somme, au bout de t an- 
nées, devra rapporter^ X t, ou 

V. B. — La fraction qui exprime l'intérêt d'un franc pour 

un an, se présente, dans certains cas particuliers , sous une forme 
très-simple. 

Soit, par exemple, t = 5 (ce qui veut dire qu'une somme est 

t «S 1 

placée à 5 p. 100 par an) il en résulte — = Jqq — ^q, d'où 

ÏÉÏÔ = 20 ' d ° Ù l 0n V0Ît qUe l interét d ' un ^P^ 1 P lacé à 5 p. 100 
par an, est égal au vingtième du capital. 

t 10 1 

Soit encore t = 10; il en résulte ^q — Jôq^IÔ' Donc 
* = ; c'est-à-dire que l'intérêt d'un capital placé à 10 p. 100, 



100 10 

est égal au dixième de ce capital. 

On dit que le capital est placé, dans le premier cas, au denier 20, 
et, dans le second, au denier 10. 

Enfin, dire qu'une personne a placé ses fonds au denier 40, c'est' 
supposer qu'elle retire par an, en intérêt , le 40"** de son capital ; 
ou , en d'autres termes, que le taux d'intérêt est de 2 7 p. 100 
par an ; car on a 

2 - 8 = 1 d'où ai = q X 2 ^ = « 
100 200 40' 100 100 40* 

Ces dénominations sont usitées dans le commerce. 

228. Quelquefois, le taux d'intérêt est donné, non pour un an, 
mais pour 1 mois ou 30 jours. ( Voyez n" 221 .) Dans ce cas, on prend 
le mois pour unité de temps ; mais la manière d'opérer est toujours 
la même. 
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Sjscond exemple. — On demande l'intérêt de 5000 franc* pour 

3 

815 jours, ou 10 mois 15 jours, à raison de- p. 100 par mois. 

Faisant, dans la formule X =^r, « = 5000, « = 10"^, 
3 

et t = j , on obtient 

5000 X 10t X £ _. nv 21 v 3 8150 -ao*?* 
X = m = 50 X F X j= — =893,75. 

Ainsi, l'intérêt demandé est 393 francs 75 centimes. 

Troisième exemple. — Une somme de 8750 francs a rapporté 719 
francs 25 centimes, en intérêt, au bout de 2 ans 6 mois; on demande 
le taux d'intérêt auquel la somme a été placée. 

En raisonnant comme dans le premier exemple , on parviendra 

, ,. ( 3750 : ioo :: 719,25 : * ) 

aux deux proportions j a . f . . x . x jï 

d'où l'on déduit S7B0 X S?' '.' 100 :: 719,25 : X. 

_ v 719,25 X 100 71925 . , , , 

Donc X = 878Q x 2 . = 9371/- = 7,672 ; c'est-a dire que 

le taux d'intérêt est 7 f ,67 p. 100 par an, à 1 centime près. 

On peut facilement vérifier ce résultat en déterminant l'intérêt 
du capital 8750 francs , pendant 2 ans 6 mois , à raison de 7 r ,67° 
p. 100 par an. Toutefois il est nécessaire, pour plus d'exactitude, 
de prendre pour taux le nombre 7,672 tel qu'on l'a obtenu ci- 
dessus. 

v ait 

La formule X — est également propre à faire connaître ce 

faux. En effet, elle donne évidemment 100 X = o X « X *, 
, . 100X 

d0Ut== ÔTe- 

Or, on a a = 3750, « = 2 ans 6 mois, X = 719,25 ; 

. 71925 71925 „ 4 

1 == 8750 X 2 1 = "M' comme on la déjà trouve. 

224. Considérée en général, cette formule contient quatre quan- 
tités, a, i, t, et X, dont chacune peut être supposée inconnue, le* 
trois autres étant données ; et il sera toujours facile d'en déduire 
la quantité inconnue. 

On peut ainsi se proposer quatre questions essentiellement diffe- 
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rentes, dont voici les énoncés, avec les résultats qui y sont relatifs. 

1° Déterminer l'intérêt d'un capital pour un certain temps à raison 
d'un certain taux d'intérêt. 

Soit X Tintérét demandé ,onaX = ^. 

(Les deux premiers exemples se rapportent à cette question.) 

2° Déterminer le taux d'intérêt auquel une somme doit être placée 
pour rapporter , au bout d'un certain temps, une autre somme con- 
nue, 

La formule est, dans ce cas, t* = . 

ut 

{Le troisième exemple se rapporte à cette question.) 

3° Déterminer le temps pendant lequel une certaine somme doit être 
placée pour rapporter, à raison d'un certain taux connu, une autre 
somme aussi connue. 

100X 

La formule est alors * = — r-. 

ai 

Cette valeur de t doit être d'ailleurs calculée en unités de même 
espèce que celle pour laquelle on a d'abord fixé le taux, soit en an- 
nées, soit en mois. 
. -4" Déterminer le capital qu'il faudrait placer pendant un temps 
connu, pour rapporter, à raison d'un certain taux donné, une somme 
aussi connue. 

On a pour la formule , a = 

Voici de nouveaux exemples sur lesquels on peut s'exercer. 

Quatrième exemple. — Un certain capital placé pendant 27 mois, 
j 

àraison de^p. 100 par mois, a rapporté 1812 f ,65 c d'intérêt; on de- 
mande la valeur du capital . 
iRép. 9723 f ,ââ c .] 

Cinquième exemple. — Une somme de 7400 r a rapporté pendant 
27 mois. 832 f ,50 e : on demande combien une autre somme de 8500 r 
doit rapporter, au même taux d'intérêt, pendant 45 mois; et quel est le 
taux d'intérêt. 

iRép. 1598 f ,75°; et 5 p. 100 par an.] 

DE LA REGLE DESCOMPTE. 

225. L'escompte est une retenue laite sur le moulant d'un billet 
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qui n'est payable qu'au bout d'un certain temps, et dont on vou- 
drait se foire payer avant son échéance. 

Pour fixer les idées, supposons qu'une personne possédant un bil- 
let de 3000 francs, payable dans 1 an, se présente chez un banquier 
pour le faire escompter. On demande la retenue que doit faire le ban- 
quier, Ou bien la somme qu'il doit compter actuellement à la personne. 
On sait d'ailleurs que le taux d'intérêt est de 6 pour 100. 

Analyse. — Il est clair que la personne doit recevoir actuelle- 
ment une somme qui, réunie à son intérêt pendant 1 an, produise 
3000 fr., montant du billet. 

Or, puisque 100 fr. rapportent 6 fr. d'intérêt par an , il s'ensuit 
que 100 fr. vaudront dans un an 106 fr., y compris le capital j ou, 
ce qui revient au même, qu'un billet de 106 francs , payable dans 
1 an, équivaut à 100 fr. payables actuellement. Donc, pour trou- 
ver la valeur actuelle du billet de 8000 francs , il suffit d'établir la 
proportion 

106 : ioo :: sooo : x; 

et le quatrième terme représentera la somme que le banquier doit 
donner. 

On peut dire encore : si pour 106 fr. payables dans 1 an le ban- 
quier doit retenir 6 fr. , combien, pour 8000 fr., doit-il retenir? 
c'est-à-dire 

106 : o :: 8000 : 

et le quatrième terme exprimera la retenue que le banquier doit 
faire, ou Yescompte du billet. 

t m ^. 800000 

La première proportion donne x = = 2830 f ,19 c ; 

m. 

. 1 , 18000 

et ,a seconde X =-Tôr = 169 ' 81 j 

3000 r ,00. 

La valeur actuelle du billet est donc 2830 r , 19 e ; ou bien le ban- 
quier doit retenir 169 f ,81°. 

En effet, le capital 288Q f 19°. réuni à son intérêt 169 f , 81% re- 
produit 3000 r , montant du billet. On voit d'ailleurs ici que les deux 
opérations se servent mutuellement de vérification. 

Désignons, en général, par a le montant d'un billet, par f le temps 
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qui doit s'écouler jusqu'à son échéance, et par j le taux de l'intérêt 
pour l'unité de temps. 

Comme 100 f rapportent dans l'unité de temps, ils doivent rap- 
porter, au bout du temps t, une somme i X t, ou it; et par consé- 
quent, 100 + i* -exprime ce que devient le capital 100 f au bout 
du temps t, y compris l'intérêt ; ce qui revient à dire que 100 + if 
payable au bout d'un temps t, équivaut à 100 f payables actuelle- 
ment. 

Donc, pour trouver la valeur actuelle du billet a, il faut établir 
la proportion 

îoo + rt : loo :: a : x;d'où* 100a 



100 + 

et pour obtenir l'escompte du billet, on écrira 

ioo + it : it :: a : x; d'où % = fg^py 

En langage ordinaire , la valeur actuelle d'un billet s'obtient en 
multipliant le montant du billet par 100, et divisant le produit par 
100 r augmenté de l'intérêt de 100 f , calculé pour le temps qui doit s'é- 
couler jusqu'à l'échéance. 

On trouve l'escompte lui-même, ou la retenue , en multipliant le 
montant du billet par l'intérêt de 100 francs, calculé pour le temps 
proposé, et divisant le produit par 100 f augmenté de son intérêt pour 
ce même temps. 

Si l'opération est exacte , les deux résultats ajoutés entre eux , 
doivent reproduire le montant du billet. 

Premier exemple. — On demande la valeur actuelle d'un billet dé 
4860 f payable dans 18"»"^, en supposant le taux d'intérêt à {pour 100 
par mois. 

Ona o= 4850, «=13«i, t=i; 

d'où »X* = |x 18i=~ = 10,123. 

Donc la formule a? = * °. a * devient 

100 + tt 

485000 488000000 (liufnft 

. 4404 r ,09. 



110,125 110125 
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On a de même pour la deuxième formule!, 

, 4850 X 104*5 49106250 _ u*9i- 
X ~ 110,125 ~~ 110125 ~ ' ' 

* . 4850,00. 

• 

226. Cette manière d'escompter n'est pas celle qu'emploient les 
banquiers et les commerçants. Ordinairement, ils escomptent à tant 
pour 100 par an ou par mois; c'est-à-dire qu'ils établissent un taux 
d'escompte comme ils ont établi des taux d'intérêt. 

Reprenons l'exemple ci-dessus , pour le traiter par cette autre 
méthode. 

On demande d'escompter un billet de 4850 r , payable dans 13""^, 
J, raison de \ pour 100 par mois. 

Analyse. — Comme , d'après l'énoncé , on est censé devoir retc- 

3 

nir pour 100 f , j par mois , il s'ensuit que pour i$ moit {, on retien- 
3 1 81 

dra 7 X 13 s , ou -x-, c'est-à-dire, en réduisant en décimales, 

10 r ,125. Ainsi, pour savoir ce qu'il faut retenir sur 4850 1 , on devra 
établir la proportion 

ioo : 10,125 :: 4850 : x ; 

a> < v 4850 X 10,125 m . „ A _ . 
d ou 1 on tire x = — = 491 ,06, à un centime près. 

Or , si de 4850 on ôtc 491 ,06, on obtient le reste 4358 f ,94 qui 
représente alors la valeur actuelle du billet. 

En comparant ce résultat 4358 f ,94 e , à celui qu'on a obtenu d'a- 
près la première méthode, on reconnaît que la per- 4404,09 
sonne reçoit 45 r ,15° de moins par la seconde méthode 4358,94 
que par la première 45,15 

Pour expliquer cette différence , il faut observer que les ban- 
quiers, en prélevant 491 f , 06 sur 4850 f , prélèvent l'intérêt que 
cette dernière somme rapporterait au bout de 13 mo, 'i, tandis qu'ils 
ne devraient rigoureusement retenir que l'intérêt de la somme qui 
revient actuellement au possesseur du billet, et cette condition est 
remplie par la première méthode. 

Ce nombre 491 ,06 que le banquier retient d'après la seconde mé- 
thode, se compose réellement de deux parties, l'intérêt de la valeur 
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actuelle du billet, c'est-à-dire 445,91 , plus l'intérêt de cet intérêt, 
comme il est aisé de le vérifier. 
En effet, la proportion 100 : 10,125 :: 445,91 : x donne 

i m 

c'est-à-dire 45, 15, à un centime près. 

Il résulte de là que ces 45 r , 15° sont en pure perte pour le pos- 
sesseur du billet ; c'est un bénéfice que s'attribue le banquier, in- 
dépendamment de celui qui lui appartient de droit en raison de 
l'anticipation du payement. 

Quoi qu'il en soit , la seconde méthode est généralement reçue 
dans le commerce , parce qu'elle est plus expéditive et plus com- 
mode sous le rapport des calculs. 

En effet, désignons toujours par a le montant du billet, par t le 
temps qui doit s'écouler jusqu'à son échéance, et par t le taux d'in- 
térêt , ou plutôt le taux d'escompte ; ce qui donne t X * P°ur la 
somme à retenir sur 100 francs prêtés pendant le temps t. 

Cela posé , afin d'obtenir l'escompte du billet a, il ne s'agit que 
d'établir la proportion 

îoo : it :: o : * ; d'où* = ^p, 

formule semblable à celle de la règle d'intérêt ; elle ne renferme 
que des multiplications et une simple division à effectuer , tandis 
que les deux formules relatives à la première méthode donnent 
lieu à des divisions qui sont même assez compliquées. 

Il y aurait bien un moyen de concilier les tleux méthodes : ce 
serait d'établir un taux d'escompte un peu moins fort que le taux 
d'intérêt. Mais la difficulté serait de les proportionner l'un à l'autre 
dans toutes les circonstances habituelles. Aussi s'en tient-on à la 
méthode la plus simple, ce qui, d'ailleurs, n'est qu'une affaire de 
convention entre le possesseur du billet et le banquier qui le lui 
escompte. 

TV. B. Pour distinguer les deux manières d'escompter, on désigne 
la première sous le nom d'escompte en dedans, et la seconde sous 
celui d'escompte en dehors. 

Ces dénominations sont vicieuses ; et il y aurait peut-être plus do 
raison d'appeler la première, escompte en dehors, et la seconde, 
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escompte en dedans : c'est l'opinion de plusieurs arithméticiens; 
mais l'usage contraire a prévalu. 

227. Voici quelques exemples traités par Tune et par l'autre mé- 
thode : 

Second exemple. — On demande la valeur actuelle d'un billet de 
2850 f ,45°, payable dans V* 8 W£> ", en supposant le taux d'intérêt à 
8 f ,75° pour iOO par an. 

Escompte en dedans. — D'abord, puisque 100 fr. rapportent 
8 f ,75° dans l a ", l'intérêt, au bout de 2*" 8~*\ doit être égal 

à 8,75 X 2*»'8**", ou 8,75 X £ , ou y. Ainsi, la valeur actuelle 

du billet est exprimée par 

2850,45 X 100 285045 X 3 _ 855135 
. 100 + 70 870 «70 I 

la somme à retenir est d'ailleurs exprimée par 

70 

2850,45 X y 2850,45 X 70 199581 ,5 
~T 70 — S70 - 370 * 

100+ y 

Effectuant les deux divisions indiquées, on trouve 

r 2jg*-miM 



Donc la valeur actuelle du billet est 2811 f ,18 c ; et la retenue à 
faire est 589 f ,27 e . 
Escompte en dehors. — La somme à retenir sur 100 r pour 2 a "' 8*" # " 
70 

étant t£ , l'escompte de 2850',45 c sera 

100 100 ' 

La valeur actuelle du billet est donc égale à 2850,45 — 665,10, 
ou bien à 2185,85. 

Ainsi, le possesseur du billet reçoit 125 f ,88 c de 281 1 ,18 

moins par la seconde méthode que par la pre- 2185,85 
mière. 125.8J 

ARITHMÉTIQUE. 18 
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Cette perte qu'il éprouve est d'ailleurs, comn.e nous l'avons déjà 
fait observer, l'intérêt de 5S9 f ,27°. 

70 

En effet, on a pour cet intérêt, à raison de p. 100 pour 



70 

MWXT 37748,0 

ioo iôô~~" l2b >* 2J - 

Troisièbie exemple. — Un banquier a payé pour un billet de 5600 e , 
jxiyable dans 14 mois, une somme de 6129 f ,45°. On demande d'après 
quel taux d'intérêt par mois le billet a été escompté. 

Escompte en dedans. — Puisque 5129 f ,45° expriment la valeur 
actuelle de 5800 f , on obtiendra d'abord la somme dont 100 f repré- 
sentent la valeur actuelle, par la proportion 

5129,45 : 5600 :: ioo : x ; 

j» « 560000 ëMëmmm 

a ou x = e== 109M785. 

51*29,45 luo > 1 '°^ 

Ainsi, l'intérêt de 100 f pendant 14 mois est 109 f ,1736. 

Divisant cette expression par 14, on a 0 f ,6552 pour le taux d'in- 
térêt par mois : résultat qu'on peut aisément vérifier en escomptant 
le billet de 5600 f d'après ce taux d'intérêt. 

( Nous avons poussé jusqu'aux 10000*""* la valeur de ce taux d'in- 
térêt, afin que la vérification fût plus exacte. ) 

Escompte en dehors. — Si l'on retranche 5129,45 de 5600, on 
obtient 470,55 pour la somme que le banquier retient sur 5600. 

Maintenant, afin de savoir ce qu'il retient sur 100 f pour 14 mois, 
on établit la proportion 

5600 : 470,55 T. 100 : x; 

M . 47055 

dou X= W = 8 ' 40 - 

Divisant ce résultat par 14, on a 0 f ,60 pour la somme qu'il retient 
par mois sur 100 f ; c'est, à proprement parler, le taux d'escompte 
par mois. 

Ce taux est, comme on le voit, plus faible que le taux déterminé 
par l'autre moyen ; et cela doit être. 

228. L'exemple suivant tient à la fois de la règle d'intérêt et de 
la règle d'escompte en dedans. 
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Quatrième exemple. — Un marchand a actetè à un fabricant, pour 
3859 f ,25° d'une certaine étoffe; mais, ne pouvant le payer sur-le-champ, 
il lui fait un billet payable dans 18 mois. On demande la somme qui 
doit être portée sur le billet, l'intérêt étant à \ pour 100 par mois. 

Analyse. — On conçoit d'abord que le billet doit se composer de 
la somme due au moment de l'achat, augmentée de son intérêt pen- 
dant les 18 mois. 

Cela posé, puisque j exprime l'intérêt de 100 r pour un mois, il 

S 

s'ensuit que - X 18, ou 13,50, représentera l'intérêt pour 18 mois. 

Donc, pour obtenir l'intérêt de 8859,25, il suffit d'établir la 
proportion 

100 : 18,50 :: 3859,25 : x; 
d'où x = «889,88 X18,B0 = S2(( 99878) ou ^ 

Ajoutant cet intérêt à 3859,25, on obtient 4380,25 pour le mon- 
tant du billet. 

La vérification de cette opération s'effectuerait d'après la règle 
d'escompte en dedans. 
On établirait la proportion 

113,50 : 100 :: 4380,25 : 

et le quatrième terme , exprimant la valeur actuelle du billet de 
4380 f 25% devrait être égal à 3859 f ,25 c . 

Nous renvoyons à la fin du huitième chapitre, les règles d'intérêt 
et d'escompte composés. 

DE LA RÈGLE DE SOCIÉTÉ. 

229. Cette nouvelle règle a pour objet de partager entre plusieurs* 
personnes associées dans un même commerce, le bénéfice ou la perte qui 
insulte de leur association. 

Il est généralement convenu entre les négociants (et cela est d'ail- 
leurs conforme à la raison comme à la justice) que la part de gain 
ou de perte de chaque associé est, 1° proportionnelle à sa mise quand 
les temps sont égaux , 2° proportionnelle au temps quand les mises 
sont égales. D'où il résulte que, pour des mises et des temps diffé 

18' 
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rente , les parts sont proportionnelles aux produits des mises par les 
temps. 

Donc la question, considérée sous le point de vue le plus général, 
revient à partager un nombre donné (qui est un bénéfice ou une 
perte) en parties directement proportionnelles à d'autres nombres 
donnes» 

Soient donc A le nombre à partager ; m, n, p, q, . . . les nom- 
bres proportionnellement auxquels A doit être partagé, et x, x' , 
x", x'" ... les différentes parts. 

On aura, en vertu de l'énoncé, la suite de rapports égaux, 

m : x :: « : x' :: p : < :: q : s'"...,- 

d'où , faisant (n° 211 ) la somme des antécédents et celle des con- 
séquents, 

Wl + n + p + ï + -" • x x w +...:: m : x, 

ou bien , puisque x -\- x' + x" + x*" -f- . . . , ou la somme des 
parts, est égale à A, 

m -f n -{-/> + o; + ... : A 



m ; x 

n : x' 

P : *? 

q : x'" 



ce qui prouve que, pour obtenir chacune des parts, U suffit de mul- 
tiplier le nombre à partager, A, respectivement par chacun des nombres 

m, n, p, q et de diviser le produit par la sommem-^n-^p^q... 

de ces mêmes nombres. 
Faisons quelques applications. 

230. Premier exemple. — Trois personnes se sont réunies pour un 
commerce; la première a placé 15000 f , la seconde 22540 r , et la troi- 
sième 25600 f j au bout d'un an, elles ont fait un bénéfice de 12000 r ; 
on demande ce qui revient à chacun des associés. 

Analyse. — Il résulte des considérations précédentes (ce qui d'ail- 
leurs est évident en soi-même) que la mise totale (ou la somme des 
trois mises ) est au gain total comme une mise particulière est au gain 
qui lux correspond. 

Donc chaque gain particulier est égal au produit du gain total 
et de la mise particulière, divisé par la mise totale. 
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Cela posé , faisant d'abord la somme des trois mises , on obtient 
jour cette somme, 63140 f . 
Ainsi, Ton a successivement pour les expressions des trois gains 



1-^:,- '^*^ - «880,81, 
f ^ IM0O 6 y e00 - 4868.88, 



12000,00. 



C'est ce que Ton peut vérifier d'ailleurs en faisant la somme de 
ces gains : car, si l'opération est exacte, cette somme doit être égale 
an gain total 12000. 

Second exemple. — Un particulier commence une entreprise avec 
un fonds de 28000'. Cinq mois plus tard, voulant étendre son entre- 
pose, il y intéresse un capitaliste qui lui fournit un fonds de 40000 f . 
Six mois après ce premier emprunt, il trouve un second capitaliste qui 
lui prête une somme de 60000 f . Au bout de deux ans, l'entreprise a 
rapporté un bénéfice de 80000 f ; il est d'ailleurs convenu que le par- 
ticulier, qui reste seul chargé de l'entreprise, aura une prime de S p. 100 
sur le bénéfice total, outre la part qui lui revient proportionnellement 
aux fonds qu'il a placés. 

On demande la part de chacun des trois coassociés. 

Analyse. — Puisque le particulier doit, pour prix de son travail, 
commencer par prélever 5 pour 100 du bénéfice total, il retirera les 

ou le ^ de 80000', savoir : 4000'. 

Il ne reste donc plus que 76000 r à partager entre les trois per- 
sonnes, proportionnellement aux produits de leurs mises par les 
temps pendant lesquels ces mises ont été placées dans l'entreprise. 

Cela posé, 1° les 28000' du particulier, placés pendant 24 mois , 
donnent pour produit 26000' X 24, ou 600000 f . 

2° Les 40000'. du premier capitaliste , ayant été 24 — 5 , ou 
19 mois, dans la société, donnent 40000 r X 19» ou 760000 r . 

8° Enfin, les 60000 r du second capitaliste, placés pendant 
24 — g — 6, ou pendant 1 3 mois, donnent 60000 r X 1 3, ou 780000 r . 

Donc, la question revient à partager 76000' proportionnellement 



Digitized by Google 



282 REGLE DE SOCIETE. 

aux trois nombres 600000 , 760000, et 780000, ou, ce qui re- 
vient évidemment au même , proportionnellement aux trois nom- 
bres 60, 76, et 78. 

Or, on trouve d'abord pour la somme de ces trois derniers nom- 
bres, 214. Ainsi, Ton obtiendra successivement pour les trois parts, 

« 

ou bien , ajoutant la prime de 4000 f qui revient à celui qui est 
chargé de l'entreprise 25308,41 



2°» • a . . • 



76000 X 76 5776000 



âïf-= = 26990,65 

3- i^0X78 = S9|8000 = ^ 

Vérification 80000 r ,00 

231. La règle de société est une des opérations les plus usuelles 
chez l'homme civilisé. 

Les contributions que les individus d'un même royaume payent 
au gouvernement se déterminent par de véritables règles de so- 
ciété. 

On appelle contribution, la somme que doit payer annuellement 
chaque individu , à raison de son revenu présumé ; c'est une sorte 
de perte pour lui, mais une perte à laquelle il se soumet pour aider 
le gouvernement dans sa marche et dans ses efforts pour l'intérêt 
et le bonheur de tous. 

La question qui a pour objet de fixer le montant des contributions 
proportionnelles, sur un nombre d'individus aussi grand que celui 
d'un royaume, de la France par exemple, peut sembler, au premier 
abord, très-compliquée ; mais les considérations suivantes suffiront 
pour faire concevoir combien la solution en est simple. 
. Supposons, pour fixer les idées, qu'il ne s'agisse que des contri- 
butions foncières, c'est-à-dire des contributions que Ton perçoit sur 
les revenus territoriaux. 

Les besoins d'un gouvernement, pendant une année, exigent une 
contribution foncière dont la valeur est A. De quelle manière en opè- 
rem~t-it le recouvrement? . 

Solution. — On commence par répartir, au ministère des finances, 
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la somme A, entre tous les départements qui composent le royaume, 
proportionnellement aux revenus présumés de ces différents dépar- 
tements. 

Soit B la somme que l'un quelconque des départements doit payer 
pour sa quote-part. 

Ce département étant divisé en trois ou quatre arrondissements 
dont les revenus territoriaux sont connus, on partage, à la préfec- 
ture de ce département , la somme B entre les arrondissements , 
proportionnellement à leurs revenus. 

Soit G la somme que l'un des arrondissements doit payer pour sa 
quote-part. 

Cet arrondissement se subdivisant en plusieurs communes, on 
fait, à la sous-préfecture de cet arrondissement, la répartition de la 
somme G, entre toutes les communes qui le composent, proportion- 
nellement à leurs revenus présumés. 

Soit D la quote-part de Tune des communes. 

Enfin , cette commune se compose d'un certain nombre de pro- 
priétés, soit en maisons, soit en terres ou en prairies , soit en bois , 
dont les revenus sont évalués ; et Ton partage la cont ribution D en- 
tre les propriétaires, proportionnellement à leurs revenus présumés. 

Les rôles de contribution de tous les propriétaires étant une fois 
établis , chaque contribuable verse le montant de sa contribution 
entre les mains du receveur de la commune. Celui-ci verse ses fonds 
dans la caisse du receveur d'arrondissement ; ce dernier verse les 
siens dans la caisse du receveur général de département; enfin, tous 
les receveurs de département envoient leurs fonds à la Trésorerie ; 
et le gouvernement se trouve ainsi avoir perçu le montant général 
de la contribution. 

282. Voici de nouvelles questions qui se rattachent à la règle de 
société. 

Troisième exemple. — Partager une somme de 36000 f entre quatre 
personnes, de manière que la seconde ait deux fois autant que la pre- 
mière; que la troisième ait autant, à elle seule, que les deux premières 
ensemble; et que la quatrième ait trois fois plus que la troisième. 

Pour peu qu'on réfléchisse sur la nature de cette question, on 
verra que la part de la première personne étant prise pour unité , 
ou désignée par 1 , celle de la seconde est 2 ; la part de la troisième, 
2+1 ou 3 ; enfin celle de la quatrième, 3 X 3 ou 9 ; donc la ques- 
tion est ramçnce à partager 36000 en quatre parties qui soient entre 
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elles comme les nombres 1 , 2, 3, 9; elle rentre par conséquent dans 
la question générale du n° 229. 

Faisant d'abord la somme des quatre nombres 1, 2, 3 , et 9, on 
trouve 15 pour cette somme. 

Ainsi, Ton obtiendra successivement pour les quatre parts, 

< r . IX 86000 

1" Part — ~ = 2400; 

•* .«^jfSe- 4800; 

8». 3XMOOO = 7200 . 

4- ixwooo.. ai<00; 

36000. 

Quelquefois, les nombres proportionnellement auxquels on doit 
partager une somme donnée sont des fractions ou des nombres 
fractionnaires. 

Mais on peut aisément ramener ce cas à celui où les nombres sont 
entiers, en réduisant ces fractions au même dénominateur. 
Ainsi, pour diviser une somme donnée, o, 'en parties proportion- 

3 3 

nelles aux fractions j, ~, réduisez d'abord ces fractions au 
même dénominateur : elles deviennent JL , JL , 12. Or, les frac- 

12 12 12 , 

tions qui ont même dénominateur , étant proportionnelles à leurs 
numérateurs (n° 217), tout se réduit à partager la somme pro- 
portionnellement aux nombres donnés 8, 9, 10, ce qui donne 
8a 9a 10a . . 
27 ' 27 1 27" pour ,es tr0IS P** 8 demandées. 

Quatrième exemple. — Une personne laisse en mourant quatre hé- 
ritiers; et elle a fait ce singulier testament : le premier héritier doit 
avoir le second f , le troisième f, et le quatrième \ du bien total. 

On demande ce qui revient à chacun d'eux, l'héritage montant 
d'ailleurs à 40000 francs. 

Solution, — Si la somme des quatre fractions ^ , g , ^ , et «, 

était égale à 1 , les conditions du testament seraient facilement ren*- 
plies; il n'y aurait qu'à prendre successivement le 6 e de 40000, les 
| de 40000, etc. ; et l'on aurait les quatre parts. 
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Mais , en réduisant ces fractions au même dénominateur , on 
15 36 40 30 . #1 . . . . 121 ,81 

tr0UV6 90 ■ 90 ■ 90 - 90 ' d0nt la SOmme CSt é * ale à 90 » 0U 1 90' 
résultat plus grand que l'unité ; d'où l'on voit que le bien se trou- 
verait plus qu'absorbé par les trois premières parts, établies suivant 
les propres termes du testament. 

Cependant , si l'on réfléchit sur l'énoncé , on voit que les inten- 
tions du testateur ont été de distribuer son bien entre les quatre 
héritiers, de manière que leurs parts fussent proportionnelles aux 

nombres 

Ainsi, l'on remplira ses intentions en partageant les 40000 en par- 
ties proportionnelles à ces quatre fractions, et, par conséquent, aux 
quatre nombres 15, 86, 40, et 80. 

La somme de ces nombres étant 121 , on obtiendra successive- 



i n part. . 


15 X 40000 
' "121 


2*. • . • 


86 X 40000 
121 


8*. . • • • i 


40 X 40000 


121 




80 X 40000 


121 



13228,14, 



40000,00, 

Cinquième exemple. — On fait une remonte de 1200 chevaux qu'on 

doit distribuer à trois régiments de dragons, en raison de leur force ; 

ta force du premier régimentest à celle du second comme 11 est ci 8; la 

force du premier régiment est à celle du troisième comme 9 est d 7. On 

demande combien chaque régiment aura de chevaux. 

Il résulte évidemment de l'énoncé , que le nombre de chevaux 

g 

du second régiment doit être les yy de celui du premier, et pareil- 

7 

lement, que le nombre de chevaux du troisième doit être les ^ de 

celui do premier. Donc les trois nombres demandés sont entre eux 

8 7 

comme les nombres i, jy, - ; ou bien, si l'on réduit l'entier et 
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les fractions au môme dénominateur, comme les trois nombres 
99, 72, 77. 
Ainsi, l'on obtiendra 

i 4« a • • 99 X 1200 1 
pour le 1" régiment. . . . — ~ = 479 ^, 

F"»*» if 

pour le 8° , . . » gfr™-,- g, 

1200 0 

TV. 5. — L'addition des fractions donnant 1 , il faudra , en né- 
gligeant ces fractions, donner un cheval de plus au troisième régi- 
ment, qui correspond au numérateur le plus fort. 

Il existe encore deux autres règles qui, sans dépendre précisé- 
ment de la règle de trois , n'en sont pas moins importantes à con- 
naître, comme étant d'un usage fréquent dans la banque et dans 
diverses branches de commerce : ce sont la règle conjointe et la règle 
d'alliage. 

• 

DE LA RÈGLE CONJOINTE. 

233. Cette règle a pour objet de déterminer le rapport des mon- 
naies de deux pays, connaissant déjà les rapports de ces monnaies avec 
celles d'autres pays. On l'appelle d'ailleurs règle conjointe, parce 
qu'elle consiste à ramener par voie de multiplication plusieurs 
rapports donnés à un seul ; ce qui donne lieu ( n° 212) à un rapport 
composé. 

Les deux exemples suivants suffiront pour donner une idée de 
cette règle et de la manière de l'exécuter. 



48 francs valent .... 52 shillings d'Angleterre 

15 «tôt. d'Angl 6 florins d'Allemagne; 

50 /for. d'Alton 7 ducats de Hambourg 

14 duc. de Hamb 40 roubles de Russie. 

On demande combien 2500 francs valent de roubles de Russie. / 
N. B. — Nous prévenons les lecteurs que les nombres adoptés ci 
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dessus pour exprimer les rapports des diverses monnaies, ont été 
pris à peu près au hasard, ces rapports étant d'ailleurs sujets à des 
variations, suivant le change d'une place sur une autre. 

Solution. — Désignons par a, 6, c, d, e les valeurs intrinsèques (*) 
des cinq monnaies qui entrent dans l'énoncé, et par x le nombre 
de roubles qu'il faut pour former 2500 francs ; on aura évidem- 
ment, d'après l'énoncé, les égalités suivantes : 

48a = 526, 

156 = 6c, 

50c = là, 

14d = 40c, 

xXe mm 2500a; 

d'où , multipliant ces égalités membre à membre , et omettant les 
facteurs communs o, 6, c, d, e, 

48 X 15 X 50 X 14 X x = 52 X 6 X 7 X ^0 X 2500. 

Donc , x « *»X 6X7 X40X2500 1 
48 X 15 X 50 X H S 

Il faut observer qu'on ne doit effectuer les calculs indiqués au 
numérateur et au dénominateur, qu'après avoir supprimé les fac- 
teurs communs aux deux termes. 

Dans la pratique, voici comment on exécute ces simplifications : 

1. . . 2. . . 12. . . 48a = 526 . . 13 

3. . . 156 = 6c. . . 1 

1 . . . 50c = 7a*. . . 1 

t. . . 2. . . 14d = 40* . . 1 

x X e = 2500a. . . 100 

près avoir disposé les unes au-dessous des autres les cinq éga- 
lités, comme on l'avait fait plus haut, on commence par supprimer 
les facteurs communs a, 6, c, d, e. 

On supprime ensuite le facteur 4 commun à 48 et à 52, ce qui 
donne les quotients respectifs 12 et 13. 

On supprime encore le facteur 6, commun à 12 et à 6 qu'on rem- 
place respectivement par 2 et 1. 

O On appelle valkubs intrinsèques les valeurs des différentes sorte» de moftude 
rapportées â une meme uniltf, par exemple au franc. 
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On continue ainsi , jusqu'à ce qu'on ait supprimé tous les 
facteurs communs aux premiers et aux seconds membres des 
égalités ; et toute simplification faite , on parvient au résultat 

1 son i 
3 x = 1300; d'où x =* = AU± 

Ces opérations demandent un peu d'habitude ; mais elles ne sont 
pas difficiles. Il faut seulement avoir le soin de barrer chacun des 
nombres que l'on divise par un facteur, et de le remplacer par le 
quotient correspondant. 

; SECOND EXEMPLE. 

Un négociant français veut faire passer à Londres une somme de 
i 200 livres sterling. Il prie un banquier de Paris de se charger de cette 
commission, moyennant une remise de 1 p. 100 sur la somme totale. 
On demande, en francs, la comme qu'i. -oit au banquier. 

On sait d'ailleurs que 

* » * * 

26 livres sterling valent. . . 180 roubles; 

75 roubles 30 ducats de Hambourg; 

20 ducats de Hambourg. . . 42 piastres d'Espagne; 

12 piastres d'Espagne. ... 65 francs. 

Désignons par a, b, c, d, e, les valeurs intrinsèques des monnaies, 
et par a; la valeur de 1200 livres sterling en francs, on aura les éga- 
lités suivantes : 

1. ... 13. . . 26a = 1506. . . 1, 

1, . . 756 = 80c. . . 3, 

1. . . 20c « 42d. . 21, 

1. . . I2â* = 65e. . . 5, 

xX« — 1200a. . . 100; 

d'où l'on tire, en effectuant les réductions d'après la marche indi- 
quée ci-dessus , 

x = 81500 

Le 1 p. 100 316 

8181li. 

Donc le négociant doit déposer entre les mains du banquier une 
somme de 31815 francs, pour que celui-ci se charge de faire payer 
les 1200 livres sterling à Londres. 

234. La règle conjointe peut encore être regardée comme un cas 
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particulier de la règle des fractions de fractions , exposée au nu- 
méro 65. 

Reprenons en effet le premier des deux exemples traités dans le 
numéro précédent. 
Dire que 48 francs valent 52 shillings d'Angleterre, revient à dire 

que 1 franc vaut — du shilling d'Angleterre. De même, puisque 

48 

15 shillings valent 6 florins d'Allemagne, il s'ensuit que 1 shilling 
vaut — du florin d'Allemagne ; et par conséquent , 1 franc vaut 

va a 

— des — du florin d'Allemagne. Pareillement , puisque 50 florins 
48 15 

7 

valent 7 ducats de Hambourg, il s'ensuit que 1 fl. vaut — de ducat 

52 6 7 
de Hambourg ; et par conséquent, 1 11. vaut les — des ~ des 

48 15 50 

d'un ducat de Hambourg. 

En continuant ces raisonnements, on parviendra enfin à prouver 
que l'on a 

» 52 6 7 40 

2500 f = 2500 fois les ^ des — des — des —r du rouble. 

4o 15 50 14 

Donc (n- 65) 2500'= ** g j* g 7 * g 00 du rouble ; 

résultat trouvé ci-dessus. 

DE LA. RÈGLE d' ALLIAGE. 

285. Les questions qui appartiennent à cette règle sont de deux 
espèces : 

Ou l'on a pour but do trouver la valeur moyenne de plusieurs sortes 
de choses, connaissant le nombre et la valeur particulière de chaque 



Ou bien , il s'agit de déterminer les quantités de chaque sorte de 
choses qui doivent entrer dans un mélange ou alliage, connaissant 
déjà le prix ou la valeur de chaque espèce, et le prix ou la valeur totale 
du mélange. 

Nous ne nous occuperons que de la première espèce, la seconde 
étant tout à fait du ressort de l'Algèbre. 

Premier exemple. — Un marclumd de vin a mêlé ensemble des vins 
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de différentes qualités, savoir, 280 litres ù 12' le litre, 180 litres à 16% 
et 200 â 16*; o» demande le prix du litre de mélange. 

Observons d'abord que 280 litres à 12* donnent, , 

pour le prix de ces 250 litres, 250 X 12 ou 3000 

De même, 180 litres à 15' font 180 X 18 ou 2700 

Enfin 200 litres à 16* font 200X16 ou 8100 

ce qui donne , pour le prix total des trois quantités 8900 
de vins mélangés, 8900*. 

Si maintenant on fait la somme des ( 250 

trois nombres 250, 180 et 200, ce qui ' 180 
donne 680, la question sera évidemment 



ramenée à celle-ci : 6^0 

630 litres de vin coûtent 8900 sotis, à combien revient le litre? 

Pour obtenir ce prix, il suffit de diviser 8900 par 630 ; et le quo- 
tient 14' i d exprime le prix demandé. 

.Règle générale. — Pour avoir le prix de l'unité de mélange, il 
faut, 1° multiplier le prix de l'unité de chaque sorte de choses que Von 
veut mêler, par le nombre d'unités de cette sorte, et ajouter tous ces pro- 
duits; 2° faire la somme des nombres d'unités des différentes sortes de 
choses ; 8° diviser la somme des produits, ou le prix total, par la somme 
des nombres d'unités. 

Second exemple. — On veut fondre ensemble 23 kilogrammes d'ar- 
gent â 825 millièmes de fin; 1 4 kilogrammes à 9 1 0 ; 19 à 845 ; et l'on 
demande le titre de l 'alliage de ces trois lingots. 

ft % B.— Pour comprendre cet énoncé, il faut savoir que, dans l'or- 
fèvrerie, For et l'argent sont toujours combinés avec d'autres mé- 
taux, tels que le cuivre. 

Cela posé, on dit qu'un lingot d'or ou d'argent est à tel titre ou à 

tel degré de fin, lorsque, sur un poids déterminé, par exemple, sur 

un kilogramme, il contient tel poids d'or ou d'argent pur. 

9 9 
Ainsi , un lingot est à de fin, ou bien, est au titre de ^ , lors- 

9 

que sur 1 kilogramme de ce lingot , il se trouve — de kil. d'or 

ou d'argent pur. (Ce titre est celui des monnaies actuelles.) De 
même , un lingot est à 825 millièmes de fin, lorsque, sur un kilo» 

825 

gramme , il contient d'or ou d'argent pur. 
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Maintenant, il résulte de l'énoncé, que 

i° 28** à .825*"" . . . font 28X8215 ou 18975""" 

2° 14 à 910 14X910 ou 12740 

S* 19 à 845 19 X845 ou 16055 

56 47770 

Donc, les 56 kilogrammes alliés ensemble contiennent 47*',770 
d'argent pur. 

47 770 

Ainsi , le titre du nouveau lingot sera exprimé par — ou 

0,853 ; c'est-à-dire que le lingot résultant de l'alliage des trois pre- 
miers, est à 853 millièmes de fin. 

Troisième exemple. — On a employé 500 ouvriers, dont 160 à rat- 
son de 2 f par jour, 200 à l f ,75°, et 140 à l r ,50°. On demande à com- 
bien, l'un dans Vautre, chaque ouvrier revient par jour. 

ICO 0 "" à 2 r , produisent 820 

200 à l f 75 c 350 

140 à l f 50 c 210 

500 880 
Donc, puisque 500 ouvriers ont coûté 880 r , un seul ouvrier coûte 

880 4rrtor 
gjg, ou l'.76«. 

2S6. La détermination des valeurs moyennes de plusieurs choses 
de valeurs différentes, est un cas particulier de la règle d'alliage de 
la première espèce. 

On appelle valeur moyenne de plusieurs choses dont les valeurs 
particulières sont déjà connues, la somme des valeurs de ces choses, 
divisée par la somme d'autant d'unités qu'il y a de choses, plus sim- 
plement, divisée par leur nombre. 

Ainsi, dans le cas où l'on n'a que deux choses, la valeur moyenne 
est la demi-somme des valeurs de ces choses ; en d'autres termes , 
c'est (n° 203) la moyenne différentielle entre les valeurs de ces deux 
choses. 

Quatrième exemple. — On a mesuré, à quatre reprises différentes, 
la longueur d'un parc. On a trouvé, lapremièrejois, pour cette longueur, 
250"'"",439 ; la seconde, 250~,695 ; la troisième, 249~,75 ; enfin, la 
quatrième, 251"\158. On demande la longueur du parc. 

Puisque, dans les quatre opérations , les mesures obtenues ne 
s'accordent pas, il est clair que le seul moyen de répondre à la 
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question, est d'établir la mesure moyenne entre toutes ces mesures. 

On trouve d'abord, pour la somme des quatre 250,439 

mesures, le résultat 1 002,042 ; divisant ce résul- 250,695 

tat par 4, on obtient 250,8105 pour la mesure 249,780 

moyenne 251,158 

1002,042 

De quelques autres questions qui peuvent se résoudre par le 
secours seul du raisonnement. 

237. Dans les questions précédentes, les moyens de parvenir à la 
solution cherchée étaient fixes et généraux , c'est-à-dire suscepti- 
bles d'être appliqués à toutes les questions de même espèce, filais on 
peut en proposer une infinité d'autres qui ne se rattachent à celles-là 
qu'en partie , ou qui n'en dépendent en aucune manière. Dans ce 
cas, l'Algèbre fournit seule des méthodes sûres et directes de réso- 
lution. Cependant, comme on ne saurait trop exercer l'intelligence 
des commençants, nous allons traiter quelques questions par le se- 
cours du seul raisonnement ; c'est ce qu'on appelle résoudre un 
problème arithmétiquement. 

Rappelons-nous (n° 197) que résoudre ou analyser un problème, 
c'est, en réfléchissant sur son énoncé, tâcher de découvrir, dans les re- 
lations établies entre les nombres qui en font partie, la suite des opéra- 
tions à effectuer sur les nombres connus, pour en tirer les valeurs des 
nombres inconnus. 

Premier problème. — On demande un nombre dont la moitié, le 

tiers, le quart et les - réunis, forment en somme 575. 

Pour résoudre cette question, commençons par observer que 

2 

prendre successivement la moitié, le tiers, le quart, et les — d'un 
nombre, puis ajouter toutes ces parties, revient à multiplier ce 
nombre par la somme des fractions i , ^, y , c'est-à-dire 
115 

par -g^- (en effectuant la somme de toutes ces fractions). Or, puis- 

1 15 

que le produit du nombre cherché, par -^j-, doit être égal à 575, 
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il s'ensuit, d'après la définition de la division, que ce nombre est 

115 

égal au quotient de 5715 divisé par , et par conséquent (n" 62) 
84 

à 575 X TÏ5* 

Effectuant le calcul indiqué, on trouve enfin 420 pour le nombre 
demandé. 









420 




la 


moitié = 


210 




le 


tiers = 


140 




le 


quart = 


108 




le 


7° = 


60 




le 


V = 


60 






Total.... 


575 



Second problème. — On demande trois nombres dont la somme 
soit égale à 96, et tels que le second surpasse le premier de 2, que le 
troisième surpasse de A la somme des deux autres. 

Il est d'abord évident que , si Ton diminuait le second nombre 
de 2, il deviendrait égal au premier, et que si Ton diminuait le 
troisième, de 2 + 4 ou de 6 unités , il deviendrait égal au double 
du premier ; ainsi , la somme des trois nombres serait , après ces 
deux soustractions, quadruple du premier nombre. 

D'ailleurs , si l'on retranche de 96, la somme 2 + 6, il reste 
88 ; d'où Ton voit que le quadruple du premier nombre est égal 
à 88. 

88 

Donc , ce premier nombre a pour valeur — ou 22. 

Par conséquent, le second est égal à 22 -f- 2 ou 24 

et le troisième à 46 + 4 ou 50 

Vérification. ... 96 

Troisième problème. — Trouver deux nombres tels que, si l'on 
ajoute 21 au premier^ la somme résultante soit quintuple du second, et 
que , si Von ajoute 21 au second, la somme résultante soit triple du 
premier. 

On conclut d'abord de cet énoncé , que la différence entre le 
quintuple du deuxième et le premier est égale à la différence entre 
le triple du premier et le deuxième. Il y a donc équi-di/férence entre le 
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quintuple du deuxième nombre, le premier nombre, le triple du pre- 
mier, et le deuxième. Gomme, dans toute équi-différence, la somme des 
extrêmes est égale à celle des moyens ( n" 201), il s'ensuit que le sextu- 
ple du second nombre est égal zuquadrupledu premier j donc, déjà, 

le deuxième nombre est égal aux — ou aux - du premier. Or , ce 

second nombre augmenté de SI, donne le triple du premier; ou, 
ce qui revient au même, 21 est égal au triple du premier, diminué du 

deuxième ou des ^du premier, c'est-à-dire, est égal au produit du 
premier par ~~ |) » ou aux |" du premier. 

Donc enfin , le premier a pour valeur 21 X y > ou 9. Quant au 

2 2 

deuxième , qui est les ^- du premier, il est égal à 9 X g » ou à 6. 

En effet : 1° 9 + 21 donne 80, qui est bien le quintuple de 6. 
2° 6 + 2 * donne 27, qui est le triple de 9. Donc les deux nombres 
9 et 6 sont les nombres cherchés. 

Quatrième problème. — On emploie trois ouvriers pour faire un 
ouvrage. Le premier le ferait seul en 12 jours, en travaillant 10 heures 
par jour; le deuxième dans 15 jours, en travaillant 6 heures par jour; 
le troisième dans 9 jours, en travaillant 8 heures par jour. On dematide 
1° dans combien de temps ces trois ouvriers, travaillant ensemble, 
feront cet ouvrage; 2° ce que chacun en fera; 3° ce qu'il gagnera, 
l'ouvrage total 1 étant payé 108 francs. 

Solution. — Observons d'abord que, d'après l'énoncé, le premier 
ouvrier ferait seul la besogne dans 12 X 1°> ou 120 heures ; donc, 

en 1 heure , il ferait ^ de l'ouvrage. 

Le deuxième le ferait dans 15 X 6, ou 90 heures; [ainsi, en 

1 heure , il en ferait 

Le troisième le ferait dans 9 X 8, ou dans 72 heures ; donc, en 
1 heure, il en ferait -L. 

Ces trois ouvriers , travaillant ensemble , feraient donc , en 

1 heure 'ïlô + ^ + ?V 0U aïô' ^-^lire 1 de l'ou- 
vrage. 
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Or, s'il leur faut 1 heure pour faire de l'ouvrage, il est clair 
qu'ils emploieront 80 heures pour faire, l'ouvrage tout entier. 
Maintenant, puisqu'en 1 heure le premier ouvrier fait——, 

1 13 

en 80 heures il fera -r^ X 30, ou T = — . De même, le deuxième 

12U 4 12 

fera en 80 heures X 80, ou 4 = -^r. Enfin , le troisième fera 

1 5 
en 80 heures — X *0, ou 

II ne reste plus actuellement qu'à savoir ce qui revient à chaque 
ouvrier , en raison de la besogne qu'il a faite. Or, pour cela, il 
.suffit de diviser 108 en parties proportionnelles aux trois fractions 
8-4 5 

7s » tz » 7S » ou plutôt, aux trois nombres 8, 4, 5 ; ce qui donne 
12 12 12 

(n° 229 ) 27, 36, et 45, pour les trois gains demandés. 

Les diverses questions que nous venons de résoudre , sont du 
genre de celles que plusieurs auteurs traitent par la règle dite de 
fausse position simple ou double. Nous avons cru devoir passer cette 
règle sous silence , parce qu'en général , elle laisse beaucoup de 
vague dans l'esprit, et que la démonstration rigoureuse de ses pro- 
cédés est fondée sur certains principes de l'Algèbre , principes qui 
d'ailleurs s'appliquent avec bien plus de facilité à la résolution 
immédiate de ces mêmes questions. 



===== 



CHAPITRE VIII. 

Théorie des Progressions et des Logarithmes. 

Ce traité d'arithmétique serait incomplet s'il ne renfermait au 
moins les premières notions de la théorie des logarithmes. Cette 
belle découverte, due à Néper, baron écossais, est une des plus 
importantes qui aient jamais été faites dans les mathématiques, 
puisque avec le secours d'une table de logarithmes , on parvient à 

19. 
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effectuer, en très-peu de temps , les calculs numériques les plus 
compliques. 

Mais, avant de développer les principes de cette théorie, il est in- 
dispensable de faire connaître les propriétés principales de deux 
suites de nombres, suites que l'on peut regarder comme présentant 
une extension des équi-différences et des proportions; ce sont les 
progressions par différence et les progressions par quotient. 

§ I er . DES PROGRESSIONS. 

238. Progressions par différence (autrefois progressions arithmé- 
tiques). — On appelle ainsi une suite de nombres tels que chacun 
surpasse celui qui le précède, ou en est surpassé, d'un nombre con- 
stant qu'on nomme la raison ou la différence de la progression. 

Ainsi, soient les deux suites 

-r2. 5. 8. 11. 14. 17.20. 23. 26. 29 , 

~ 60.55.50.45.40.35.30.25.20 . .; 

dans la première, chaque terme surpasse celui qui le précède , du 
nombre constant 3 ; en effet ,5 — 2 = 3; 8 — 5 = 3;... 3 est 
donc la raison ou la différence de la progression. 

Dans la seconde, chaque terme est surpassé par celui qui le pré- 
cède, du nombre constant 5 ; 

ainsi 60 — 55 = 5; 55 — 50 = 5; 50 — 45 = 5;.... 

5 est donc la raison de la progression. 

La première s'appelle une progression croissante, parce que les 
termes y vont en augmentant ; et la seconde , une progression dé- 
croissante, parce que les termes y vont en diminuant. 

Pour exprimer que les nombres sont en progression par diffé- 
rence, on place en téte le signe -f- qui signifie comme (n° 199), et 
après chaque terme, un point qui signifie est à. 

Cette notation est fondée sur ce qu'une progression par différence 
n'est autre chose , d'après sa définition , qu'une suite ^équi-diffé- 
rences continues ( Voyez n° 208 ). 

La progression s'énonce d'ailleurs ainsi ( en considérant la pre- 
mière des deux progressions ci-dessus) : 

Comme 2 estjx 5, 5esU8, 8es*dll, 11 esté 14; ou plus sim- 
plement , 2 esta 5, 8«sU8, 8esUll, llestdU... 

N. B. Il est aisé de voir, dans cette suite d'équi-différences, 

2.5 : 5.8 : 8.U : 11.14 : 14.17 , 
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que chaque terme de la progression proposée est à la fois consé- 
quent et antécédent , à l'exception du premier terme qui n'est 
qu'antécédent, et du dernier des termes que l'on considère, lequel 
n'est que conséquent. 

289. Première propriété. —Évaluation d'un terme de rang quel- 
conque au moyen du premier terme. 

Il résulte de la définition d'une progression par différence , que, 
dans une progression croissante, 

Le second terme est égal au premier plus la raison ; 

Le troisième est égal au deuxième plus la raison, ou bien, est égal 
au premier plus deux fois la raison ; 

Le quatrième est égal au troisième plus la raison ; ou au premier 
plus trois fois la raison. 

En général, un terme de rang quelconque est égal au premier, plus 
autant de fois la raison qu'il y a de termes avant celui que Von considère. 

Pour fixer les idées sur cette propriété, et en présenter un énoncé 
plus concis, considérons la suite des nombres 

4 a.b.c.d.e.f.g....i.k.l, 

que nous supposons former une progression croissante ; et dési- 
gnons par r la raison de la progression. 
On a évidemment, d'après la nature de la progression , 

6 == a + r, 

c = 6-f- r = < * + r + r « o + îr, 

d — c-j-r = a-j-2r + r* = a-i-S r > 

e </ -j- r ^ a -|- 8r + ** == a -j- 4r, 



Donc , si n désigne le rang <Tun terme quelconque l y auquel cas 
(/i — 1) exprime le nombre des termes qui précèdent , on a évi- 
demment I sm a {n — l)r (1), 

expression qui , traduite en langage ordinaire , revient à l'énoncé 
ci-dessus. 

Si la progression était décroissante, on aurait au contraire, 
6 = a — r, 

c — b — r — a — r — r «= a — 2r, 
d — c — r ~ a — 2r — r — a — Sr, 



rtpnr conséquent, l = a — ( n — 1) r. . . (*) 
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tes deux formules (!) et (2) servent à déterminer un terme quel- 
conque de la série, sans qu'on soit obligé de calculer tous ceux qui 
précèdent, puisqu'il suffit de connaître le premier terme , la raison, 
et le nombre des termes compris depuis le premier jusqu'à celui que 
l'on veut former. 

Soit, par exemple, la progression -\- 2. 5. 8.11 dont on 
demande le 20'"" terme. 

On a ici , a = 2, r = 8, et n = 20; donc la formule (1) de- 
vient 

l = 2 + 19 X 3 = 59. 
On trouverait de même pour le 60*"" terme , 
l = 2 + 59 X S *A 179. 

Soit encore la progression -f 80 . 74 . 68 . 62 . . . . , dont on de- 
mande le 12 4 "" terme. 

On a dans ce cas, a = 80, r = 6, n = 12; donc la formule (2) 
donne i =80 — 11 X 6= 14. 

240. Conséquence de la propriété précédente, — Ces mêmes for- 
mules conduisent à la résolution d'une question très- importante 
qui a pour objet d'insérer entre deux nombres donnés, autant que l'on 
veut de moyens différentiels , c'est-à-dire d'autres nombres formant 
avec les deux nombres donnés, une progression par différence. 

Proposons-nous, pour premier exemple, ^insérer entre 3 et 57, 

HUIT MOYENS DIFFERENTIELS . 

Puisque la progression que l'on veut former doit , y compris les 
deux nombres donnés, être composée de 8 + 2 ou de 10 termes , 
il s'ensuit (n w 289) que le dernier terme 57 est égal au premier 8, 
plus 9 fois la raison ; donc, si de 57 on retranche 8, la différence 
54 sera égale à 9 fois la raison ; et par conséquent , le 9'— de 54, 
ou 6, sera l'expression de la raison qui doit régner dans la progres- 
sion. 

Connaissant la raison, il est facile d'en déduire la progression , 
qui est alors 

4-8.9.15.21 .27.8S.BB.45. 51. 57. 

Soient, en général, a et l les deux nombres entre lesquels on veut 
insérer un nombre m de moyens différentiels; si l'on désigne d'ail- 
leurs par n le nombre total des termes, on aura n = m + 2 ; d'où 
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« — 1 «= m + 1 ; et les deux formules du numéro 289 deviennent 
J«o + (m+l)r, l=a— (m + l)r. 
De la première on tire , en retranchant a des deux membres , 

Pour la seconde , il faut ajouter aux deux membres , (m + i )r, 
puis en retrancher l, ce qui donne 

( M+ l)r = a-i, d'oùr = ^ ï . 

Donc, pour insérer entoe deux nombres donnés, autant de moyens 
différentiels que Von veut, il faut retrancher le plus petit nombre du 
plus grand, et diviser la différence par le nombre total des termes à 
insérer, plus un. 

Le résultat ainsi obtenu exprime la raison de la progression, qui 
peut, d'ailleurs, être croissante on décroissante. 

Soit proposé, pour second exemple, d'insérer entre 2 et 29, 
35 moyens différentiels. 

Ici, Ton a a = 2, t = 29, m = 85 ; donc r =* * 9 ^* = ^ ; 

est 



3 11 3 
-r- 2. 2-£.3^. 5.5 ^ 29. 

Le 29**' terme de cette progression, ou le 19 <m * moyen différen- 
tiel, a pour valeur (n* 289) l = 2 + 19 X f = 

Le %V m * terme , ou le dernier terme de la progression , est 
/ = 2 + 86 X | = 29; ce quidoitétre. 

241. Remarque. — Si, entre les termes consécutifs d'une progres- 
sion par différence, considérés deux à deux, on insère un même nombre 
de moyens différentiels, toutes les progressions partielles ainsi formées 
composent une seule et même progression. 

En effet, soit la progression— a. b. c.d.e. /"...; et soit m le 
nombre des moyens qu'on veut insérer entre o et b, puis entre 6 et c, 
puis entre c et d. . .,- les raisons des progressions partielles seront, 
d'après ce qui vient d'être dit, exprimées respectivement par 

Az^L lsz\ -î?-=4. . . ; or, toutes ces quantités sont égales, 
m-\-\ m-\-\ m-\-\ 
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puisque a,b,c... étant en progression, on a 0— a—c— 6=d— e....; 
ainsi , la raison est la même pour toutes ces progressions par- 
tielles. Gommç . d'ailleurs , le dernier terme de chacune d'elles est 
en même temps le premier terme de la suivante , on peut conclure 
que toutes ces progressions partielles constituent une progression 
unique. 

Application. — Soit proposé d'insérer 10 moyens différentiels entre 
deux termes consécutifs quelconques de la progression 

t" 1 .3.5.7.9. 11». • • 

,..3—15 — 87 — 5 2 
La raison est ici, —j{ — > tt > "— j] — , ... ou bien ~. 

On a donc 

. 2 4 6 9 2 4 9 2 

•* if' • »^ YT ÎT ÎT* " *™ jî*^*^ Yi' * * ' P ro " 

gression évidente. 

Nous ferons bientôt usage de la remarque ci-dessus, remarque 
qui est très-importante. 

242. Seconde propriété. — Dans toute progression par différence , 
la somme de deux termes quelconques pris à égale distance des deux 
termes extrêmes, c'est-à-dire du premier et du dernier, est égale à la 
somme des deux extrêmes. 

Ainsi , dans la progression 

r 1.4.7.10.13.16.19.22.25.28.31.34.37, 
on a 1 +87 = 4 + 34 = 7+81 =10-f28 

Pour nous rendre compte de cette propriété d'une manière géné- 
rale , appelons o et l les deux termes extrêmes , x un terme qui 
occupe lep ,é "" rang, c'est-à-dire qui en a {p — 1 ) avant lui , et y un 
terme qui en a (p — 1 ) après lui. 

Cela posé , l'on a d'abord , en vertu de la formule du n° 239 , - 

» 

x = a + (p — 1 ) r. 
Actuellement, si l'on ne considère quexla partie de la progres- 
sion , comprise depuis le terme y inclusivement jusqu'au terme l 
aussi inclusivement , le nombre total des termes de cette progres- 
sion partielle est p, et l'on a encore 

D'où l'on voit que t surpasse y de la mimé quantité que i sur- 



1 
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passe a. Donc les quatre nombres a, x, y, l forment une équ*éiffè- 
rence. Or, dans toute équi-différence , la somme des moyens est égale 
à la somme (les extrêmes ( n° 201 ) ; ainsi , Ton a 

x + y = a+l; C. Q. F. D. 

N. B. Lorsque la progression est composée d'un nombre impair 
de termes , celui du milieu forme avec les deux extrêmes une équi- 
différence continue; et par conséquent ( n° 203) il est égal à la demi- 
somme des deux extrêmes. 

Ainsi, dans la progression ci-dessus *f 1 .4.7. ... qui se compose 

de 13 termes, le l mt terme, ou 19, est égal à —~ — , ce qui est 
évident. 

248. Conséquence. — Cette propriété fournit un moyen très- 
simple d'ootemr l'expression de la somme de tous les termes d'une 
vroaression var différence. 

Soit en effet la progression . . . .. v- a . 6 . c î . k . I; 

et désignons par S la somme in- 
connue de tous ces termes , n 
étant d'ailleurs le nombre des 
termes. Concevons que Ton ait 
écrit cette progression au-des- 
sous d'elle-même , dans un ordre 

inverse , ce qui donne -r l . k . i c . 6 . a ; 

il est d'abord évident que la somme de tous les termes de ces deux 
progressions est égale à 2S. 

D'un autre côté , comparant deux à deux les termes compris dans 
une même colonne verticale, on a , d'après la propriété précédente , 
a -f- 1 « 6 + k = c -f- i, . . . ; donc 2S est égal à la somme par- 
tielle , a + l, prise autant de fois qu'il y a de termes dans la pre- 
mière progression ; et par conséquent , 

aS = (a + /)n,- 
D'où, en divisant par 2, S = {a + l)n ; 

c'est-à-dire que la somme des termes d'une progression par différence 
est égale au produit de la somme des extrêmes, multipliée par la moitié 
du nombre des termes. , 
Applications. — 1° On demande la somme des 25 premiers termes 
de la progression . . . . -r 2.7 . 12. 17. . . 
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Il faut d'abord rechercher l'expression du 23~ terme. Or, la 
raison étant ici 5 , on a ( n° 289 ) 

f=2 + 24 X5 = 122. 

Donc S = (2 + 132)25 m X 25 = ^ 

2° On demande la somme des 100 premiers termes de la progrès- 
sion .... -r 1 .3.5.7.9. . . 
On trouve d'abord pour le 100 w * terme , 

f=l +99 X2 = 199. 
Donc S = ( ' + ™ 0) 100 = 10000, ou le carré de 100. 

Généralement , le n i6m * terme de cette progression étant 

i=i+(n — 1)2 = 2»— 1, 

on trouve pour la somme des n premiers termes , 

_ (l + 2«— i)n 8 . 

S = i — ■ — — = n% ou le carré de n. 

Ainsi , la somme des 15 premiers termes est égale à 

15X18 ou 225. 

244. Des progressions par quotient ( ou géométriques), — On nomme 
ainsi une suite de termes dont chacun est égal à celui qui le précède, 
multiplié par un nombre constant qui est encore appelé la raison de 
la progression. 

La progression est dite croissante ou décroissante, suivant que la 
raison, ou le nombre constant qui exprime le rapport d'un terme à 
celui qui le précède , est plus grand ou plus petit que l'unité. 

Une progression par quotient s'écrit en plaçant deux points après 
chacun des termes, et le signe -H- en tête, parce que, d'après la 
définition , l'on peut regarder ces nombres comme formant une série 
de proportions continues. 

Par exemple, soient les deux suites de nombres 

tt 2 *. 6 ; 18 : 54 : 162 : 486 : 1458 

8 8 3* 

4 Ci ' U • Q i » » » • 

77 12 . O • 9 • «g • 4 • 8 • 10 • ' • • 

. Dans la première , chaque terme est égal à celui qui le précède 
multiplié par 8 ; ainsi , c'est une progression par quotient dont la 

raison est 8. 
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Dans la seconde , chaque terme est la moitié de celui qui le 
précède , ou bien est égal à celui qui le précède multiplié par la 

fraction i; donc, c'est une progression par quotient dont la raison 
est—. 

On énonce d'ailleurs ces progressions de la même manière que 
les progressions par différence , savoir, 

2 est à 6, est à 18, est à 54, esta 162. . . 

et Uestd6,«f dS, estd|, etfd*. . . . 

Si Ton envisage chaque progression comme une suite de propor- 
tions continues , il en résu'te que chaque terme de la progression 
est à la fois conséquent et antécédent, à l'exception du premier.qul ' 
n'est qu'antécédent, et du dernier qui n'est que conséquent. 

Les progressions par quotient jouissent de propriétés analogues 
à celles des progressions par différence. 

245. Première propriété. — Évaluation d'un terme de rang quel- 
conque dans une progression par quotient. 

Soit la progression par quotient, générale , 

-h- » : 6 : c ; d : e : f : g : a .... ; 

et désignons par q la raison , qui peut d'ailleurs être > ou < 1 . 
On aura évidemment les égalités suivantes : 

6 = aç, 

c = bq = aq X q = aq* f 
d — cq = aq* X q = a( fy 
e = dq — aq* X q = aq*> 



d'où l'on voit qu'en général , un terme de rang quelconque est égal au 
premier terme multiplié par une puissance de la raison, dont l'expo- 
sant est marqué par le nombre des termes qui précèdent celui que l'on 
considère. 

Ainsi , désignant par n le nombre des termes compris inclusive- 
ment depuis le premier jusqu'au terme l, on obtient la formule 

/ a X 7 n ~ 1 . 
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au moyen de laquelle il est aisé de trouver la valeur d'un terme , 
sans qu'on soit obligé de former tous ceux qui le précèdent. 

Applications. — 1° On demande la valeur du 12 e terme de la pro- 
gression. . . . -77* 2 6 \ 18 ! 

La formule devient 1 = 2X3". 

D'abord , la 4 e puissance de 3 est 3 X S X 3 X 3 , ou 81 ; multi- 
pliant 81 par 81 , on obtient 6861 pour la 8* puissance. Multipliant 
6561 par 27, 8' puissance de 8 , on trouve 1771 47 pour la 11 e puis- 



Donc enfin , f = 2 X 177147 = 354294. 
2° On demande le 10° terme de la progression 

, . 1 . v • © . 2 • •••• 



On trouve dans ce cas, / = 12 X 



G)' 



Or, le cube de 2 est 8 ; le cube de 8 , qui n'est évidemment autre 
chose que la 9 e puissance de 2, est égal à 512 ; donc 

/== 12 X HÏ2 = îl8' 

N. B. Si le rang du terme était un peu éloigné , le calcul devien- 
drait assez laborieux ; mais on n'en parviendrait pas moins à l'ex- 
pression de ce terme par des multiplications successives. Toutefois , 
on peut juger, par le premier exemple , avec quelle rapidité les 
puissances d'un nombre augmentent de valeur lorsque le degré de 
la puissance est un peu considérable , puisque dans la progression 
ff2 : 6 : 18 : on obtient 354294 pour le 12 e terme seu- 
lement. 

246. Conséquence de la propriété précédente. — Insérer entre deux 
nombres donnés, a et 1 , un nombre quelconque m aV moyens propor- 
tionnels. (On appelle ainsi d'autres nombres formant , avec les deux 
nombres donnés , une progression par quotient.) 

Solution. — Il est évident que pour former la progression, il 
suffit d'obtenir la raison. 

Or, de la formule l = aq n — \ on déduit , en divisant les deux 
membres par a , 

i-r-i a™ r V ï 
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D'ailleurs, n exprimant le nombre total des termes, on a nécessai- 
rement n = m + 2, et par conséquent n — t = ?n + 1 . 

Donc enfin. 



D'où l'on voit que, pour obtenir la raison, il faut d'abord diviser la 
second nombre donné par le premier, puis extraire du quotient une ra- 
cine d'un degré marqué par le nombre des termes à insérer plus un. 

Connaissant la raison de la progression, il est facile d'en ob- 
tenir les différents termes; il suffit de multiplier successivement 
le premier terme, o, par la 1 T % par la 2 e , par la 3°. . . . puis- 

sance de q ou de \/ L 

Ainsi, par exemple, le 4 e moyen proportionnel, qui 'n'est 
autre chose que le 5 e terme de la progression , aurait pour va- 

-.-4-1 



leur, a X » et a * ns * ^cs autres « 



IV. B. — Nous ne connaissons encore aucun procédé pour extraire 
une racine d'un degré supérieur au 3°. Mais notre objet principal 
est d'obtenir pour les progressions par quotient, des formules ana- 
logues à celles qui ont été établies pour les progressions par diffé- 
rence. Nous donnerons d'ailleurs bientôt un moyen très-expéditif 
d'effectuer ces sortes d'opérations. - 

247. On démontre, comme pour les progressions par différence, 
que ri, entre tous les termes d'une progression par quotient, considérés 
deux à deux, on insère un même nombre de moyens proportionnels, les 
progressions partielles ainsi formées constituent une progression unique. 
Soit -H â : b : c ; d. . . .la progression proposée. 



La raison, pour la première progression partielle, serait 



pour la seconde 



_ . ... b c d 

Or, on a, par hypothèse, -=^=-. 



m -4-i m -4-1 



donc, les nombres y/ y/ £. . . sont égaux, etc. 
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248. Seconde propriété. — Dans toute progression par quotient, 
le produit de deux termes quelconques également distants des deux ex- 
trêmes, est égal au produit des extrêmes. 

Soient en effet x et y deux termes dont l'un en ait (p — 1 ) avant 
lui, et l'autre (p — 1 ) après lui. 
Le terme x est égal au premier a multiplié par q*- 1 ; et l'on a 

i = oXf l . 

Le dernier terme l est égal au terme y multiplié par q*~ l ; et Ton 
a / = y X (f~ l > d'où l'on voit que les termes a, x, y, et i, forment 
une proportion. . • . a l s II y l L 

Donc (n° 205) . . ,iXî/ = «X^ . . . C. Q. F. D. 

249. Désignons enfin par P le produit de tous les termes de la 

progression a : b : c : : t* : Jk : l, multipliés 

entre eux, en sorte que l'on ait 

P = abc ikl, 

ou P = Iki cba; 

on en déduit P a = abc ikl X • • • cba, 

ou bien encore, en intervertissant l'ordre des facteurs, 

P» = al X bk X ci X «c X *& X 

- 

mais on vient de voir que al = bk m» et. . . . ; et le nombre de 
ces produits partiels est égal à n, nombre des termes de la progres- 
sion proposée; 

ainsi, P'=(a*r; 
et Dar conséquent, 

ce qui démontre que le produit de tous les termes d'une progression 
par quotient est égal à la racine carrée de la n iim$ puissance du produit 
des deux extrêmes. 

Cette formule correspond à celle qui donne la somme des termes 
d'une progression par différence, savoir, 

(a+l)n 
St== — 2— 

Nous n'exposerons point ici le moyen d'obtenir Yexpression de la 
somme des termes d'une progression par quotient, parce que celte ques- 
tion est tout à fait inutile pour le but que nous nous sommes pro- 
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posé, et que d'ailleurs elle suppose quelques principes d'Algèbre, 
que nous n'avons point encore démontrés. 

250. Correspondance entre les propriétés des deux espèces de pro- 
gressions. — Rapprochons actuellement les résultats obtenus plus 
haut. 

Prog. par différence. . Prog. par quotient. 

l*=a+{n — t)r. . . . (n° 289). . . . i=oXç-' (n°243) 

r=== -^T < n ° 240 > f" V? (n ' 2 ' 6) 

s== (a±o» (n . 248) ( t >p== ^/~^; (n . 249) 

Ces formules nous montrent que les opérations qui s'exécutent 
sur les éléments d'une progression par quotient , correspondent à 
des opérations plus simples , exécutées sur les éléments analogues 
d'une progression par différence. 

Ainsi, la multiplication correspond à une addition; 
la division à une soustraction; 

la formation des puissances à une simple multiplication; 
l'extraction des racines à une division. 

Guidé sans doute par ces considérations, le célèbre inventeur des 
logarithmes est parvenu à simplifier les calculs arithmétiques, à par- 
tir de la multiplication, en remplaçant les opérations à effectuer 
sur les termes d'une progression par quotient, par d'autres opéra- 
lions faites sur ceux d'une progression par différence. Comme, dans 
un ouvrage élémentaire, il est impossible d'entrer dans tous les dé- 
tails de cette importante découverte, nous nous bornerons à en faire 

connaître les résultats principaux. 

» 

§ II. DES LOGARITHMES. 

281. Considérons une progression quelconque par quotient, dont 
le premier terme soit toutefois égal à i , et une progression par dif- 
férence, dont le premier terme soit égal à 0. Soient, par exemple 
les deux progressions. 

i : 2 : i : 8 : 16 : «2 : 64 : 12s : 256 : 512 : 1024 : 204s 

*0 . S . 6 . 9 . 13 . 15 . 18 . 31 . 34 . 27 . 80 . 88 

: 4096 : 8192 : 16884 : 82768 : : (A) 

. 89 . 42 .45 . [ (B) 
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Chaque terme de la progression par différence est dit le logarithme 
dn terme qui occupe le même rang dans la progression par quotient. 

En généra), on entend par logarithmes, des nombres en progression 
par différence, qui correspondent, terme pour terme, à des nombres en 
progression par quotient, sous la condition, toutefois, que l'un des ter- 
mes de la progression par quotient soit 1 , et qu'il ait 0 pour terme 
correspondant dans la progression par différence (nous verrons 
bientôt la raison de cette restriction); et le logarithme d'un nombre 
en particulier est le terme de la progression par différence, qui y 
tient le même rang que celui qu'occupe, dans la progression par quo- 
tient, le nombre que Ton considère. 

252. Première propriété. — Soient a, b, deux termes pris au ha- 
sard dans la progression (A); et proposons-nous d'en obtenir le pro- 
duit. 

A cet effet, considérons le premier terme 1 de la progression (A), 
deux termes a, b, et un quatrième terme c, tel qu'il y ait autant de 
termes entre 6 et c, qu'entre 1 et a. Supposons d'ailleurs la progres- 
sion (A) arrêtée au terme c. 

Considérons de même, dans la progression (B), les quatre termes 
qui correspondent aux nombres i, a, b, c } c'est-à-dire leurs loga- 
rithmes, que nous désignerons, pour abréger, par 0, log. a, log. b y 
log. c (la notation log. signifiant logarithme de). 

Cela posé, il résulte d'abord de la propriété du n° 245 , que les 
quatre nombres 1 , o, b, c, forment une proportion, puisque a, b 
sont deux termes pris à égale distance des extrêmes, dans une pro- 
gression arrêtée au terme c. 

Ainsi, l'on a 1 Xc = (»X b, ou c = a X 

)'un autre côté, les quatre termes, 0, log. a, log. 6, log. c, for- 
ment aussi (n° 289) une équi-différence. 

Ainsi, l'on a : 0 + log. c = log. a + log. 6, 
ou simplement log. c = log. a + log. 6. 

Donc , en mettant à la place de c sa valeur a X b, 
log. (a X &) = log- a + log. 6. 

D'où l'on voit que le logarithme du produit de deux nombres de la 
progression (A) est égal à la somme des logarithmes de ces deux nombres. 

D'après cela , pour obtenir le produi t de deux nombres quelconques 
de la progression (A), il suffit de prendre leurs logarithmes danstapro- 
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gresston «« ces ajouter, puis ae cnercncr a quel notnorc correspond 
Cëlte somme ; le nombre correspondant est le produit demandé» 
Ainsi, soient les deux nombres 64 et 21(6, dont il faut obtenir le 



Je prends leurs logarithmes 18 et 24 dans la progression (B) ; je 
les ajoute, ce qui donne 42 ; puis je cherche à quel nombre corres- 
pond 42 ; et je trouve 16384 pour le produit demandé. 

On trouve de même que 12+27, ou 89, somme des logarithmes 
de 16 et 512, correspond à 8192 , produit des deux nombres 16 
et 512. 

258. Conséquence. — Soient a, b, c, d, . . . plusieurs nombres 
de la progression (A); il résulte de ce qui vient d'être dit, que 

log. abc = log. ab -(- log. c = log. a + log. 6 -f- log c i 

log. abcd— log.a6c + log. d= log. a -j- log. 6 + log. c -\- log. d; 

et ainsi de suite. 

Donc, en général, le logarithme du produit d'un nombre quelconque 
de facteurs est égal à la somme des logarithmes de tous ces facteurs. 

Ainsi', pour obtenir le produit de plusieurs nombres de la pro- 
gression (A), il suffit d'ajouter leurs logarithmes pris dans la progres- 
sion (B), et de déterminer à quel nombre correspond la somme ; le nom- 
bre correspondant est le produit demandé. 

254. Remarque. — Les deux égalités c = a X b et ... . 
log. c = log. a -f- log. 6, desquelles on a déduit la propriété 
précédente, supposent évidemment que le premier terme de la 
progression (A) est égal à 1 , et que le premier terme de la progres- 
sion (B) est égal à 0. 

Voyons ce qui aurait lieu si les premiers termes étaient des nom- 
bres quelconques, k pour la première , et log. k pour la seconde. 

On aurait, en vertu de ce qui a été dit ( n° 252 ), 

!• Pour la progression (A) , k X c = o X b, 

d'où c =^ri 

2° Pour la progression (B),... log. k + log. c = log. a + log. 6, 

d'où log. c =s= log. a+ log. 6 — log. k; 

c'est-à-dire que la somme des logarithmes de deux nombres a et b de 
la progression (A) , diminuée du premier terme de la progression (B) , 

ARITHMÊTIQIE. 20 
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serait égale au logarithme du quotient de la division du produit des 
deux nombres a et b, par le premier terme de la progression (A). 

Ainsi, pour faire usage de cette propriété, il faudrait 1° faire la 
, somme des logarithmes ; 2° retrancher de cette somme le premier 
terme de la progression (B), et chercher à quel nombre de la pro- 
gression (A) correspondrait la différence ; â° multiplier le nombre 
correspondant, par le premier terme de la progression (A), et l'on 
obtiend rait le produit demandé. 

On serait donc conduit à faire une addition, une soustraction et une 
multiplication, pour trouver le résultat d'une multiplication. 

Dans l'hypothèse des premiers termes égaux à 1 et à 0, la sous- 
traction et la multiplication disparaissent ; cette hypothèse est 
donc indispensable (voyez n° 251). 

255 . Deuxième propriété . — Puisque , dans la division , le dividende 
peut être regardé comme un produit dont le diviseur et le quotient 
sont les deux facteurs, il s'ensuit que le logarithme du dividende est 
égal à la somme des logarithmes respectifs du diviseur et du quo- 
tient : ainsi , retranchant le logarithme du diviseur de celui du 
dividende, on obtiendra le logarithme du quotient. 

Donc, le logarithme du quotient de la division de deux nombres de 
la progression (A) est égal à l'excès du logarithme du dividende sur 
celui du diviseur. 

D'après cela , pour effectuer une division sur deux nombres qui 
appartiennent à la progression (A), il suffit de prendre dans la pro- 
gression (B) le logarithme du dividende et celui du diviseur, de retran- 
cher le second du premier, et de déterminer à quel nombre de la pro- 
gression (A) correspond cette différence; on obtiendra ainsi le quotient 
demandé. 

Soit proposé de diviser 16384 par 256. 

Je prends dans la progression (B) les logarithmes 42 et 24 de 
ces deux nombres ; je retranche 24 de 42, ce qui me donne 18. Je 
cherche le nombre correspondant à 18, et je trouve 64 pour le quo- 
tient demandé. 

La propriété relative à la division s'exprime ainsi d'une manière 
abrégée : log. -| = log. o — log. 6. 

256. Troisième propriété. — Une puissance de degré quelconque 
d'un nombre étant (n° 108, 7°) le produit d'autant de facteurs 
égaux à ce nombre , qu'il y a d'unités dans Yexposant de la puis- 
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sance, il s'ensuit évidemment ( n° SU ) que le logarithme d'une puis- 
sance de degré quelconque, d'un nombre de la progression (A), est égal 
au logarithme du nombre, multiplié par l'exposant de la puissance. 

Ainsi, log. a 5 , ou log. a. a. a. a. a. = 5 log. a; 

log. a? = 7 log. a; 
et en général , log. a m = m X log. a- 

Donc , pour obtenir le résultat de la formation d'une puissance 
d'un certain nombre de la progression (A), il suffit de prendre dans 
la progression (B) le logarithme de ce nombre, de le multiplier par l'ex- 
posant de la puissance, et de déterminer à quel nombre de la progres- 
sion (A) correspond ce produit; le nombre correspondant sera la 
puissance demandée. 

Par exemple, soit à élever 32 ci fa 3* m# puissance. 

Je prends 13, logarithme de 32 ; je le multiplie par 3, exposant 
de la puissance, ce qui me donne 45 ; je cherche à quel nombre 
correspond 45, et je trouve 82768 pour la 3*"" puissance de 32. 

257. Quatrième et derrière propriété. — On sait que deux 
nombres exprimés l'un par a et l'autre par a m , sont liés entre eux 
de telle manière que , le second étant la mi'*"" puissance du pre- 
mier, réciproquement le premier est la racine m iim ' du second. 

Or, on vient de prouver que. . . log. a m = m log. a ; 

donc, en divisant par m, log. a = l0 ^' a ; 

m 

c'est-à-dire que le logarithme d'une racine de degré quelconque d'un 
nombre , est égal au logarithme de ce nombre, divisé par l'indice de la 
racine à extraire; ce qui s'exprime ainsi : 

m j . log. 6 
log. |/fe= . 

Par conséquent, pour extraire la racine m'*"" d'un nombre de la 
progression (A), il suffit de prendre son logarithme dans la progres- 
sion (B), de le diviser par m , puis de chercher à quel nombre corres- 
pond ce quotient; le nombre correspondant est la racine demandée. 

Soit proposé d'extraire la racine 3'"" de 32768. 

Je prends 46, logarithme de 32768 , et je le divise par 3, indice 
de la racine ; je trouve 15, qui a pour nombre correspondant 32; 
donc 32 est la racine demandée. 

20' 
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Soit encore p\ jposé d'extraire la racine &*"• de 82768. 

Je prends 48, logarithme de 82768 ; je le divise par 5, indice de 
la rac .ie à extraire, ce qui me donne 9. Le nombre correspondant 
à 9 dans la progression (A), est 8 ; donc 8 est la racine B' w *de 82768. 

Construction des tables de logarithmes. 

258. Les considérations précédentes suffisent pour faire conce- 
voir l'utilité d'une table de logarithmes, c'est-à-dire d'une table 
renfermant, d'une part, une série de nombres en progression par 
quotient, et de l'autre, leurs logarithmes, ou des nombres en pro- 
gression par différence (les deux progressions devant satisfaire à 
la condition énoncée n° 2J51). 

Gomme on a vu d'ailleurs que toutes les opérations sur des nom- 
bres d'une nature quelconque se ramènent toujours à des opéra- 
tions sur des nombres entiers, il s'ensuit que, pour la simplification 
des calculs, il suffirait que la table contint les logarithmes des nom- 
bres entiers. Or, voici comment on est parvenu à former une pa- 
reille table : 

Entre tous les systèmes , en nombre infini, de deux progressions, 
l'une par quotient, et l'autre par différence , que l'on pouvait pren- 
dre, on a d'abord choisi la progression décuple 

;: i : io : ioo : 1000 : 10000 : 100000 : 1000000 .... , 

et la suite naturelle des nombres 
'«-0.1.3.8.4 . 5 . 6 

Cela posé , concevons qu'entre les nombres 1 et 10, 10 et 100, 
100 et 1000, . . . . , on insère (n° 246) un certain nombre de 
moyens proportionnels (qui soit le même pour chaque couple), mais 
un nombre assez grand pour qu'on soit assuré que 2 , I , 
4.. ..9 | 11,12, 13. ...99 | 101, 102. ...999, soient compris parmi 
ces moyens proportionnels , ou du moins diffèrent de quelques- 
uns d'entre eux d'une quantité si petite qu'on puisse les sub- 
stituer, sans erreur sensible, à ces moyens proportionnels. 

Concevons ensuite qu'entre les termes 0 et 1, 1 et 2, 2 et 8, 
3 et 4, . . . de la progression par différence, on insère mitant de 
moyens différentiels qu'on avait inséré de moyens proportionnels ; 
il est clair, d'après ce qui a été dit précédemment ,^ue les termes 
de la nouvelle progression par différence seront les logarithmes des 
termes de la nouvelle progression par quotient. 
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Actuellement, supposons que, dans le nombre immense des 
termes des deux progressions, on ne tienne compte que des nom- 
bres entiers 1 , 2, 8, 4, ... 0, 10, 11, 12, .. . appartenant à la pro- 
gression par quotient, ainsi que des logarithmes qui leur corres- 
pondent ; on obtiendra une table qui renfermera , 

D'une part, tous les nombres entiers consécutifs, qui, à la vérité, 
ne feront plus entre eux une progression par quotient, mais n'en 
pourront pas moins être considérés comme des termes d'une pro- 
gression de cette espèce ; 

De Vautre part, leurs logarithmes, qui ne seront pas non plus en 
progression par différence, mais n'en seront pas moins des termes 
d'une progression de cette espèce, occupant respectivement les 
mômes rangs que ceux qu'occupent , dans la progression par quo- 
tient, les nombres de ces deux séries. 

Ainsi , les propriétés relatives aux diverses opérations arithmé- 
tiques sont applicables à tous les nombres de cette table et à leurs 
logarithmes. 

N. B. — Au premier abord, il peut paraître difficile de comprendre 
comment on est parvenu à insérer entre deux nombres donnés, 
1 et 10 par exemple, un très-grand nombre de moyens proportion- 
nels, puisque, pour en insérer deux seulement, il faudrait (n° 246), 



d'après la formule q = % / - qui donne l'expression de la rai- 



son, extraire, avec un très-grand degré d'approximation, la ra- 
cine Z ime de y, ou de 10, opération que l'on sait être déjà assez 

laborieuse. Que serait-ce donc s'il (allait en insérer 10000000, 
comme l'indiquent les traités d'Arithmétique? Mais notre objet était 
seulement de faire concevoir la possibilité de l'existence d'une table 
de logarithmes. C'est dans les parties plus élevées des Mathéma- 
tiques, qu'on trouve des méthodes de détermination beaucoup plus 
expéditives. 

259. Voici néanmoins une méthode élémentaire , qui est peut- 
être pins aisée à comprendre , en ce qu'elle ne suppose que des 
extractions successives de racines carrées. 

Supposons tju'on veuille déterminer le logarithme de S en particu- 



Comrae 5 est compris entre 1 et 10, insérons un seul moyen pro- 
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lier. 
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portionnel entre 1 et iO, puis un moyen différentiel entre 0 et 1. 

Ona(n°207) i : x \\ x : 10; 

d'où x = 1/10 = 3,16227766 ; 

et(n°208) 0 . y : y . 1; 

d'où y =-=0,5. 

Cela posé, -| ou 0,5 sera évidemment le logarithme de j/ÎÔ; 

résultat qui s'accorde d'ailleurs avec la propriété du n°257, puisque 

l'on a log. |/ÎÏÏ = | log. 10 = | . 

Actuellement, comme 5 est plus grand que 8,162. . . et plus petit 
que 10, insérons un nouveau moyen proportionnel entre 3,1622. . . 

et 10, puis un moyen différentiel entre g et 1 ; 

il vient 8,16227766.... : x :: x : 10; 

d'où x = [/ 81,622776. . .=5,623...; 

1 4 

et j . y : y . ii 

d'où y -= | = 0,75. 

Le nouveau moyen différentiel est d'ailleurs le logarithme du 
nouveau moyen proportionnel. 

Le nombre 5 se trouvant compris entre 8,162 et 

5,628. . . , nous sommes encore conduits à insérer un moyen pro- 
portionnel entre 8,162. . . et 5,628. . T, puis un moyen différentiel 
entre 0,5 et 0,75. 

Or, il est évident qu'en continuant cette série d'insertions de 
moyens proportionnels , on parviendra à en déterminer deux qui 
ne différeront l'un de l'autre que d'une quantité aussi petite que 
l'on voudra , et qui comprendront le nombre 5. On pourra donc , 
sans erreur sensible, substituer 5 à l'un de ces moyens proportion- 
nels, et le moyen différentiel correspondant au moyen proportion- 
nel sera le logarithme demandé. On obtiendrait par des opérations 
analogues les logarithmes de 2, 3, 7. . . 
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Remarquons d'ailleurs qu'il suffit , en calculant ainsi le loga- 
rithme de chaque nombre entier, de déterminer directement les 
logarithmes des nombres premiers ; quant aux logarithmes des nom- 
bres multiples, on les obtiendrait au moyen des logarithmes des 
nombres premiers , en faisant usage des propriétés des n M 252 et 256. 

Par exemple , on aurait log 1 5 = log ( 5 X 3 ) = log 5 + log 3 ; 
log 86 = log (2* X 3*) = 2 log 2 + 2 log S; et ainsi de suite. 

Disposition et usage des Tables vulgaires. 

260. On appelle logarithmes vulgaires ceux dont la formation 
est fondée sur le système des deux progressions 

i H i : io : ioo : 1000 : 10000. . . 

) ~ 0 . 1 . 2 . 3 . 4 j' 

parce que c'est de cette table qu'on se sert le plus communément. 
On les appelle encore logarithmes de Briggs, du nom du premier 
auteur d'une table de cette espèce. 

Il résulte de l'inspection des deux progressions , 

1° Que le logarithme de l'unité est ziao ; 

2° Que le logarithme de 10 est 1 ; 

8° Que les logarithmes de tous les nombres entiers ou fraction- 
naires , compris entre 1 et 10 , sont plus petits que l'unité; que ceux 
des nombres compris entre 10 et 100 , se composent d'une unité et 
d'une certaine fraction ; que ceux des nombres compris entre 100 
et 1000 , se composent de deux unités et d'une certaine fraction; et 
ainsi de suite. 

Dans les tables de Briggs , ces fractions sont évaluées en déci- 

Ainsi , les logarithmes des nombres d'un seul chiffre sont repré- 
sentés par une fraction décimale proprement dite ; les logarithmes 
des nombres de deux chiffres ont 1 pour partie entière , laquelle est 
d'ailleurs suivie d'une fraction décimale. 

Les logarithmes des nombres de trois chiffres ont 2 pour partie 
entière. . . . 

En général , la partie entière du logarithme d'un nombre renferme 
autant d'unités moins une , qu'il y a de chiffres dans le nombre si ce 
nombre est entier, ou dans la partie entière de ce nombre s'il est 
fractionnaire. 
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Cette partie entière d'un logarithme se nomme caractéristique , 
parce qu'on peut juger, d'après son inspection seule , l'ordre des 
plus hautes unités qui se trouvent comprises dans le nombre cor- 
respondant au logarithme proposé. 

Ainsi , 2,74056. . . correspond à un nombre de trois chiffres , 
c'est-à-dire à un nombre compris entre 100 et 1000; de même, 
4,05678... est le logarithme d'un nombre compris entre 10000 
et 1 00000. 

261. Connaissant le logarithme d'un nombre quelconque, on 
peut obtenir facilement celui d'un nombre 10, 100, 1Q00 fois plus 
grand. Il suffit , pour cela , d'ajouter 1,2,8... unités à la caracté- 
ristique. 

Soit , en effet , a , un nombre dont on connaît déjà le logarithme ; 
on a ( n° 252 ) 

log(aX 10) = log a + log 10 = log a + 1 , 
log(a X 100) = log a -f log 100 = loga-j-2, 



log (o X 19 n ) = log a + log 10" = log o + ». 

Réciproque ment, le logarithme d'un nombre étant connu , pour 
obtenir celui d'un nombre 10, 100, 1000.. . fois plus petit, il suffit 
de retrancher de la caractéristique, 1 , 2, 3, unités. 

En effet, on a (n° 285) 

log = log a — log 1000 = log a — 3 ; et ainsi des autres. 

On peut conclure de là que les logarithmes des nombres. .... 
4567 | 456,7 | 45,67 | 4,567, par exemple, ne diffèrent pas les uns 
des autres par la partie décimale, mais seulement par la caracté- 
ristique , qui est 3 pour le premier nombre , 2 pour le deuxième , 
1 pour le troisième, et 0 pour le quatrième. 

En général , le logarithme d'un nombre fractionnaire décimal est k 
même, a la caractéristique près, que le logarithme de son numéra- 
teur, ou du nombre proposé dans lequel on ferait abstraction de la 
virgule : il n'y a point de différence dans la partie décimale du 
logarithme. 

Il est bon d'observer que cette propriété est toute particulière au 
système des logarithmes de Briggs ; et c'est ce qui doit faire préférer 
ce système à tout autre , puisque les fractions décimales sont les 
fractions sur lesquelles on a à opérer le plus souvent. 
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262. Il était impossible de placer dans les tables d'autres loga- 
rithmes que ceux des nombres entiers; car, deux nombres entiers 
consécutifs comprenant une infinité de nombres fractionnaires , il 
n'y aurait pas de raison pour y placer les uns plutôt que les autres. 
En outre, les calculs que nécessitait la confection d'une table 
étaient trop laborieux pour qu'on pût l'étendre au delà d'une cer- 
taine limite, même assez faible. 

Ainsi , il y a des tables qui ne vont que jusqu'à 10000 , d'autres 
jusqu'à 20,000; une des plus étendues, celle de Calkt, va jus- 
qu'à 108000. 

Cependant , les applications logarithmiques exigent souvent la 
recherche du logarithme , soit d'un nombre qui excède les limites 
des tables , soit d'un nombre fractionnaire. Comment alors obtenir 
ce logarithme? C'est ce que nous allons développer sur des exem- 
ples. ( Nous supposerons , dans tout ce qui va suivre , que l'on n'ait 
entre les mains que les petites tables de M. Reynaud ou de Lalande.) 

268. Un nombre quelconque étant donné , déterminer son loga- 
rithme. 

1° Soit à déterminer le logarithme de 254329. 

Ce nombre ayant six chiffres , la caractéristique de son loga- 
rithme est 5 (n° 260) ; ainsi , la question se réduit à en trouver la 
partie décimale. 

Or, il résulte de ce qui a été dit n° 261 , que cette partie décimale 
est la même que celle de log 2348,29. 

Par cette préparation , qui consiste à séparer vers la droite du 
nombre, assez de chiffres pour que la partie à gauche se trouve dans la 
table, on obtient un nombre compris entre 2543 et 2344 ; ainsi , son 
logarithme est égal à celui de 2543 , plus une partie de la différence 
qui existe entre log 2544 et log 2543. 

On trouve dans la table log 2548 = 8,40535 ; on y trouve 

également 17 pour différence entre log 2544 et log 2543; cette 
différence 17 exprime des unités de l'ordre du 5"" chiffre décimal , 
ou des 100000*"". 

Cela posé , afin d'obtenir la partie de cette différence qu'il faut 
ajouter à log 2543 , pour en déduire celui de 2543,29 , on établit 
cette proportion : Si , pour une unité de différence entre les nombres 2544 
et 2543 , on a 17 cent-millièmes de différence entre leurs logariUmws , 
combien, pour 0,29 de différence entre 2543,29 et 2543, aura-l-on 
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de différence entre leurs logarithmes ; ou bien, 1 : 17 :: 0,29 : x> 
d'où 

x = 17 X 0,29 = 4,98; 

et ce 4"" terme 4,93 est ce qu'il faut ajouter de cent-millièmes au 
logarithme 3,40535, pour avoir le logarithme demandé. 

Comme on ne doit tenir compte que de la partie à gauche de la 
virgule , dans ce 4"" terme , on ajoute 4 ou plutôt 5 (parce que le 
1 er chiffre à droite de la virgule est plus grand que 5) au chiffre 
des cent-millièmes ou au dernier chiffre de 3,40535; et l'on obtient 

log 2543,29 = 3,40540;" donc log 254829 = 5,40540. 

Sans la pratique, on dispose ainsi le calcul i 

log 254329 = log 2543,29 + 2 

log 2543 = 3,40535 * 

Difl* tab". . . 17 

i : 17 :: 0,29 : x = 4,93 = 5^ 

Donc - log 2543,29 = 3,40540, 
et par conséquent , log 254329 = 5,40540. 

2° Soit encore à déterminer le logarithme de 1784967. 

On a d'abord. . . . log 1784967 = log 1784,967 -\ 3 

log 1784= 3,25189 

Difl*' tab". . . 25 

i : 25 :: o,967 : x = 24,175. . . . = 24_ 

Donc log 1784,967 = 8,25163 ; 

et par conséquent,. . . log 1784967 = 6,25163. 

264. N. B. —Pour résoudre les deux questions précédentes, on a 
établi une proportion entre les différences des nombres et les différence* 
de leurs logarithmes. On démontre en Algèbre, que cette proportion 
n'est jamais rigoureusement exacte; mais elle approche d'autant 
plus de l'exactitude, que les nombres pour lesquels on l'établit sont 
plus grands ; et l'on fait voir d'ailleurs qu'en faisant usage des pe- 
tites tables, l'erreur commise n'influe pas sur le 5" a chiffre décimal 
du logarithme , tant que le nombre est au-dessus de 1000 ; de sorte 
que, dans ce cas, la proportion peut être considérée comme tout à 
fait exacte. Voilà pourquoi , lorsqu'un nombre excède les limites 
des tables, on ne doit séparer vers sa droite que le moins de chif- 
fres possible. 
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3° On demande le logarithme de 87 -g^. 

2226 

Ce nombre revient à -r^- ; donc ( n° 255 ) 



log 37 £| = log 2226 — log 59. 
5» 

Or, on '-ouve dans la table log 2226 = 3,84753 

log 59 = 1,77085; 
43 

d'où , effectuant la soustraction log 37 ~ = 1 ,57668. 

Quant au logarithme d'un nombre fractionnaire décimal, tel que 
479,2564, on a déjà vu ( n° 261 ) que tout se réduit à déterminer le 
logarithme de 4792564 comme il vient d'être dit, puis à retrancher 
4 unités de la caractéristique; ou bien, on peut dire : 

log 479,2564 = log 4792,564 — 1 
log 4792 = 8,68052 

Di/ptab". . , 9 

1 : 9 0,564 : x = 5,076 = 5^ 

d'où log 4792,564 = 3,6805?. 

Donc log 479,2564 = 2,6805i. 

Voyez la fin de ce chapitre (n° 278) pour les logarithmes des frac- 
tions proprement dites, 

265. Un logarithme quelconque étant donne, trouvée le 
nombre qui lui correspond. 

Lorsque , pour effectuer certaines opérations arithmétiques , on 
emploie le secours des logarithmes, on parvient ordinairement à un 
résultat qui exprime le logarithme du nombre cherché; et il faut, au 
moyen de la table, déterminer à quel nombre correspond ce loga- 
rithme. 

1° Considérons le cas où la caractéristique est 3, ou la plus forte 
de celles qui se trouvent dans les petites tables. 

Soit à trouver le nombre correspondant au logarithme 8,45986. 

On commence par chercher ce logarithme parmi ceux des nom- 
bres de quatre chiffres; et l'on trouve qu'il est compris entre 
8,45924 et 3,45939 qui sont les logarithmes de 2879 et 2880 ; donc 
le nombre cherché est égal à 2879 plus une certaine fraction. 

Pour obtenir cette fraction, on prend la différence tabulaire 15, 
et la différence 12 entre le logarithme donné et celui de 2879 ; puis 
on établit la proportion : 
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Si, pour 15 cEsrr-MiLusCcs de différence entre log 2880 et log 2879, 
on a une unité de différence entre ces nombres, combien, pour 12 ceict- 
millièmes de différence entre le logarithme donné et celui de 2879 , 
doit-on avoir de différence entre les nombres correspondants ? 

12 

( u bien, 15 : 1 :: 12 : x; d'où x = ^ = 0,8. 

15 

Ajoutant ce 4"" terme à 2879, on obtient 2879,8 pour le nombre 
demandé. 
Voici le tablean des calculs : 

Appelant N le nombre cherché , on a log N = 3,4593a 

On trouve dans la table log 2879 = 3,45924 

Diff» 12 

Diff" tab». . . 15 

15 i :: 12 : x = 0,8; 

donc N = 2879,8. 

266. N. B. — La valeur obtenue pour N , dans l'exemple précé- 
dent , a été trouvée , avant la réduction en décimales , égale à 
12 

2879 + — ( à un 1 5 e près ) , en supposant la proportion exacte , 

hypothèse qui peut et doit être admise ici (n° 264) , puisque l'on 
reconnaît à l'inspection de la table de logarithmes, que des accrois- 
sements constants et égaux à 1 , faits sur les nombres, correspondent 
( pour cette portion de la table ) à des accroissements constants et 
égaux à 15 unités (de l'ordre des cent-millièmes), faits sur les loga- 
rithmes correspondants, ou bien , ce qui revient au même , qu'une 
unité (de l'ordre des cent-millièmes) d'augmentation sur les loga- 
rithmes , correspond à ~ d'augmentation sur les nombres 

Maintenant, au lieu de laisser au 4 e terme de la proportion 
^ou à la fraction || j cette forme , sous laquelle il s'était 

rellement présenté, nous l'avons réduit en décimales , comme cela 
se fait ordinairement pour la commodité des calculs ; et nous avons 

12 

trouvé ainsi la fraction 0,8, exactement égale à -r^. Or, il est im- 

portant d'observer que si la réduction ne s'était pas faite exacte- 
ment en dixièmes, il n'en aurait pas moins fallu arrêter celte opéra- 
lion au premier chiffre décimal ; et nous allons en donner la raison. 
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Chaque 18* contenant autant de 100 e * que le nombre 100 contient 
de fois le nombre 15, il s'ensuit que quand on sait combien un 
nombre contient de 15" (à un près) on ne sait pas pour cela com- 
bien ce nombre contient de 100", de 1000-, de 10000"; tandis qu'au 
contraire on peut bien conclure le nombre de 10" (à un près) de 

celui des 15", puisque^ étant plus grand que^, chaque 15 e d'aug- 
mentation ne peut pas faire croître le nombre de plusieurs 10" à la 
fois. 

De ce raisonnement généralisé résulte la règle suivante, applica- 
ble à tous les cas où, cherchant un nombre au moyen de son loga- 
rithme, on est obligé d'employer la proportion pour le déterminer : 
le nombre de chiffres décimaux qu'il est permis de calculer pour le 
4 e terme, doit toujours être inférieur, au moins d'une unité, au nombre 
déchiffres qui composent la différence tabulaire, diminué d'une unité. 
Cette règle est générale, quelle que soit la table que l'on emploie : 
ainsi la table de Callet donnera le chiffre des 100 e * toutes les fois 
que la différence tabulaire dépassera 100, mais seulement celui des 
10" dans tous les cas contraires ; et la table de Lalande ne donnera 
pas même avec certitude le chiffre des 10", toutes les fois que la 
différence tabulaire sera moindre que 10. (Au reste , pour plus de 
détails , voyez Vsilgèbre. ) 

TSoit à déterminer le nombre correspondant au logarithme 1 ,56834. 

On pourrait commencer par rechercher ce logarithme parmi ceux 
des nombres de deux chiffres; mais, comme il est probable qu'on ne l'y 
trouverait pas, il vaut mieux ajouter tout de suite 2 à la caractéris- 
tique, ce qui donne 8,56834. Cherchant, d'après la règle ci-dessus, le 
nombre correspondant à ce nouveau logarithme, on trouve 3,56834 
=log 8701, 2. Or, puisque, en ajoutantâunitésàla caractéristique, 
on a (n° 264) multiplié le nombre cherché par 100, il faut, pour ob- 
tenir celui-ci , diviser 3701,2 par 100 ; ce qui donne enfin 37,012 
pour le nombre demandé, à 0,001 près. 

Soit encore d trouver le nombre correspondant à 0,86784. 

On a d'abord. . 8,86784 = log 7876,3; 
donc. 0,86784 = log 7,3768 , à 0,0001 près. 

Soit enfin proposé de déterminer le nombre correspondant d 5,47659. 
Retranchant d'abord deux unités, on a 

3,47659 = log 2996,3; 
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et comme , en ôtant 2 unités de la caractéristique , on a rendu le 
nombre 100 fois trop petit, il faut multiplier 2996 par 100, ce qui 
donne 299680 pour le nombre demandé, à une dizaine près. 

Les petites tables ne permettent pas d'obtenir un plus grand degré 
d'approximation. Si la caractéristique était plus grande que 5, le 
degré d'approximation serait encore moindre. Aussi doit-on em- 
ployer les plus grandes tables possible pour exécuter un calcul qui 
demande de l'exactitude. 

Applications de la théorie des logarithmes. 

Voyons maintenant les diverses applications que l'on peut faire 
des tables de logarithmes aux opérations de l'Arithmétique 

267. Règle de trois. — Déterminer, 
de la proportion a : 6 :: c : x. 

b X c 

On a d'abord (n° 206) x = ; d'où , en prenant les loga- 
rithmes et appliquant les propriétés des n°* 252 et 255, 

log x = log 6 + log c — log a. 

Après avoir fait la somme des logarithmes des deux moyens, retran- 
chez-en le logarithme de l'extrême connu ; puis cherchez à quel nombre 
correspond la différence : vous obtiendrez ainsi le nombre demandé. 

Soit, par exemple, la proportion 87 : 259 :: 497 : a:; on a 

log x = log 259 + log 497 — log 37, 
log 259 «= 2,41880 
log 497 = 2,69686 
5,10966 
log 87 = 1,56820 
Donc log x = 8,54146 

et par conséquent, x == 8479,1 à 0,1 près. 

Second exemple. On demande , par logarithmes, la valeur de 

_ 87 X 49 X 17 X 175 
X ~~ 29X89X154 " 

(Cette expression peut être regardée comme le terme inconnu dans 
une règle de trois composée. ) 
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Prenant les logarithmes des deux membres, on a 

lx = 137 + 1 49 + 1 17 + 1 176 —129 — 1 69 — 1 154. 
Or, 1 87 = 1,56820 1 29 = 1,46240 
1 49 mm 1,69020 1 69= 1,83885 

1 17 = 1,23045 1 154 = 2,18752 

1 175 = 2,24804 5,48877 

6,73189 
— 5,48877 



Donc log x = 1,24812; 
d'où x = 17,503 , à 0,001 près. 

268. Des compléments arithmétiques. — Dans l'exemple précédent, 
on a été conduit à retrancher la somme de plusieurs logarithmes , 
de la somme de plusieurs autres. Or, on peut remplacer les deux 
additions et la soustraction , effectuées pour la détermination du ré- 
sultat, par une seule addition, en employant les compléments arith- 
métiques. 

On appelle complément arithmétique d'un logarithme, ce qu'il 
faut ajouter à ce logarithme pour faire 10 unités; en d'autres 
termes , c'est le résultat qu'on obtient en soustrayant ce logarithme, 
de 10. 

Ainsi, compl, arith. 4,50864 = 10 — 4,50364 ; et , pour obtenir 
ce complément, il faut évidemment, d'après la règle de la soustrac- 
tion, retrancher chaque chiffre de 9, excepté le dernier chiffre si- 
gnificatif à droite, qu'on retranche de 10 ; ce qui donne 

compl arith. 4,50364 = 5,49686. 
De même, compl. arith. 7,82568 = 2,67432. 

Les compléments arithmétiques des logarithmes s'obtiennent, 
pour ainsi dire, d'après l'inspection de ces logarithmes. 

N. B. — Si le dernier chiffre à droite du logarithme était un 0, 
il faudrait retrancher de 10 le premier chiffre significatif à la gau- 
che de ce zéro, et de 9 les autres chiffres à gauche. 

Ainsi , compl. arith. 5,32570 = 4,67480. 
De môme, Compl. arith. 8,62400 = 1,37600. 

Cela posé, soit à soustraire de la somme des quatre logarithmes 
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L, L', L'\ L"', la somme de trois autres logarithmes l, l' } l" ; et dé- 
signons par D la différence. On a évidemment 

D. . . ou. . . . L + V + L" + L'" - (H-J' + f')= 

= l + L' + L" + L'" + 10 — l + 10 — J'+IO — T — 30, 

ou , ce qui revient au même , 

— L + V + L" + L'" + comp. 1 + cowip. 1' + comp. 1" — 80 ; 

d'où Ton déduit cette règle générale : 

Prenez les compléments arithmétiques des logarithmes soustractifs ; 
faites une somme totale de ces compléments et des logarithmes additifs ; 
puis retranchez de la caractéristique du résultat, autant de fois 10. ou 
autant de dizaines , que vous avez pris de compléments} le résultat 
ainsi obtenu est la différence demandée. 

Reprenons le dernier exemple du numéro précédent. 

Onai.«=L874./.49 + /.17+/.175-(/.29 + /.69 + M54); 

/. 87 = 1,56820 
/. 49 = 1,69020 
/. 17 = 1,28045 
/. 175 — 2,24804 
Comp. I. 29 = 8,58760 
Comp. I. 69 = 8,16115 
Comp. I. 154 = 7,81248 

81,24812. 

Le résultat de cette addition étant 81,24312, on en retranche 
8 dizaines, et il vient 1,24812 pour la différence demandée; c'est 
en effet le résultat déjà obtenu (n° 267). 

L'usage des compléments arithmétiques abrège beaucoup les cal- 
culs par logarithmes. 

269. Progressions par quotiekt. — On propose d'insérer entre 
deux nombres donnés a et b, un nombre m de moyens proportionnels. 

La formule q = % / —, trouvée au numéro 246 , devient , par 

l'application des logarithmes , log q = ^ ~7 1°^ ° * 

m — 1 

Supposons , par exemple , qu'on veuille insérer entre 8 et 4, 25 
moyens proportionnels. 

On a dans ce cas, a = 8, 6 = 4, m = 25 ; 
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d'où Ton déduit log q = Iog *^ i0g * . 

On trouve dans les tables. . . log 4 = 0,60206 

log 8 = 6,47718 
d'où log 4 — log 8 = 0,12404 

donc, en divisant par 26, log q — 0,00480. 

Cherchant le nombre qui correspond à ce logarithme, on obtient 
q = 1,0111, à 0,0001 près. 

Veut-on maintenant former le 10 e moyen proportionnel ou le if 
terme de cette progression; 

Appelant x ce moyen proportionnel, on a (n° 246* 

— (v'i)" 

d*où, employant les logarithmes, 

1 o g * = lo 8 » + 10 < lo «t- "*»> ■ 



Or, on a déjà obtenu log 4 — log 8 = 0,12494 

d'où 10 (1og 4 — log 8) = 1 ,24940 

et ijj (log 4 — log 8) = 0,04805 

d'ailleurs log 8 = 0,47712 

Donc enfin log x =0,52517 

Cherchant à quel nombre correspond ce logarithme , on trouve 
8,8510 pour le moyen proportionnel demandé. 

Les règles d'intérêt et d'escompte composés se réduisent à la déter- 
mination du terme d'un rang quelconque dans une progression par 
quotient. 

270. Intérêt composé. — Une sommez étant placée pendant un nom- 
bre n d'années ou de mois, à raison de i pour 100 par an ou par mois, 
on demande la valeur de cette somme au bout du temps n , en y com- 
prenant non-seulement le capital a et ses intérêts accumulés, mais en- 
core les intérêts des intérêts pendant ce même temps. 

Analyse. — Puisque 100 fr. rapportent une somme î dans un an, 

a X i 

il est clair (n 0 - 221 et 222) que «rapportera^-; ainsi, le capi- 
AttrriivfTtovK. 21 
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tal a, placé pendant un an , produit , y compris le capital , 



+ W ,oubiena ( 1+ ~rèô)- 



Cette nouvelle somme , qui se compose du capital primitif et de 
son intérêt pendant la première année , peut être regardée comme 
un nouveau capital placé pendant la seconde année ; et en la dési- 
gnant par a\ on trouvera qu'elle devient , au bout de la seconde 
année , y compris le capital , 

° î^ô)' ou bien ' si l on rem P lace ° P ar sa valeur » 

Désignant ce nouveau capital par a", on obtiendra, pour la somme 
de ce capital et de son intérêt pendant la troisième année , 

(* ^~ îm)' ou bien ' rem P lacant a " P 8 ' sa valeur » 

a ( i + A'( i+ J-) = a ( i+ lY 

{ ^ iOQJ \ ^ \OOJ [ ^ 400/. 

Donc, en général, n désignant le nombre d'années pendant lequel 
le capital a est placé, et A représentant la valeur de ce capital réuni 
à ses intérêts et aux intérêts des intérêts , on obtient 

A= °( i +iM)^ a ( i2 y :j ) : . 

Premier exemple. — On demande, en intérêt composé , la valeur 
de 12000 f placés pendant six ans, à raison de 5 f pour {f par an. 

On a , dans ce cas , a = 12000, * = 5, n = 6 ; 

■ 

donc la formule devient 

A = 42000 ^ + 8 J= 42000 (4 ,05)*. 

Cette opération serait très-laborieuse à effectuer directement/ 
si l'on emploie les logarithmes, il vient 

log A log 42000 + 6 log 1 ,03. 
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Or, on a d'après les tables log 1 ,05 = 0,02119 

d'où 6 log 1,05 = 0,12714 

d'un autre côté log 12000=» 4,07918 

donc log A = 4,20682 

et par conséquent... A = 16081 fr . 

• 

Les petites tables ne peuvent donner un plus grand degré d'ap- 
proximation. 

N. B. — Dans cet exemple , la somme du capital , des intérêts , 
et des intérêts des intérêts accumulés , monte à . . . 16081 f 
D'un autre côté, si l'on cherche (n° 221 ) 
l'intérêt simple de 12000 f pour 6 ans, à rai- 

son de 5 pour on trouve 8600 

Différence. ... 481 

D'où l'on voit que 481 francs expriment la valeur des intérêts des 

intérêts. 

Second exemple. — On demande, en intérêt composé, la valeur de 
5628 f placés pendant 9 mois \> à raison de | ou de 0 f ,75 pour 100 par 
mois. 

Commençons par déterminer la valeur du capital au bout de 
9 mois. 

Comme, dans ce cas, le mois est pris pour unité de temps, on fait, 
dans la formule générale , a = 5628, » = 0,75, n = 9, ce qui 
donne 

■ 

A = 5628 ( 100 ^ 0 ° ,76 ) > = 8628 (1,0075)*, 

d'où, appliquant les logarithmes, 

log A = log 5628 + 9 log 1,0075. 

On trouve dans la table log 1,0075 = 0,00324 

d'où 9 log 1,0075 = 0,02916 

d'ailleurs • log 5628 = 3,75085 

donc log A = 8,77951 

et par conséquent. . . . A = 6019 fr. 

Pour obtenir ensuite l'intérêt de 6019 fr. pendant quinze jours, 

ait 

ou { mois, on a recours à la formule ^ (n° 221), dans laquelle 

SI 
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1 



on pose a — 6019 , i = 0,75 , t = ^ , ce qui donne 



1 



6019X0,75X2 



6019X75 



23, à une unité près. 



100*"" 100 20000 

Donc enfin , 6042 fr. expriment la valeur du capital 5628 fr., en 
intérêt composé (*). 

271. Escompte composé. — Les deux quantités A et a qui entrent 

(100 -4- i'\ B 
—j^-J » ont cntre eIIes relation 

telle, que si a est un capital placé actuellement, A est sa valeur au 
bout d'un certain temps ; donc réciproquement, A désignant une 
somme payable dans n unités de temps, a exprime sa valeur actuelle; 
on suppose toutefois qu'on ait égard aux intérêts accumulés et aux 
intérêts des intérêts du capital a. 
D'ailleurs, on déduit de cette formule 



/îoo ± i y 
[ ioo / 

On peut donc regarder cellé-ci comme donnant la valeur actuelle 
d'un billet dont le montant est A, et qui est payable dans n années , 
en admettant qu'on ait égard à l'intérêt composé de cette valeur 
actuelle. 

Exemple. — On demande la valeur actuelle d'une somme de 30000 r 
qui n'est payable que dans 7 ans, en supposant 1° que l'escompte soit 
composé, 2° que le taux d'intérêt soit à 6 pour 100 par an. 

Faisons , dans ce cas , A = 80000, n = 7, • = 6 ; 

et la formule devient a g= f.° ; 

(i,uo; / 

d'où, appliquant les logarithmes, 

log a = log 80000 — 7 log 1,06. 



n 

ixm* immédiatement! 

d'opérer est fondée sur la théorie 
«ne Idée nette qu'en Algèbre. 
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On a log 80000 mm 4,47712 

d'ailleurs, log 1,06 = 0,02531 

d'où.... 7 log 1,06=0,17717 — 0,17717 

donc log a = 4,29995 

et par conséquent, a = 19950 fr. 

En cherchant la valeur actuelle de 30000, d'après la règle 
d'escompte simple (escompte en dedans , voyez n° 227) , on trouve- 
rait 21126,76, 

résultat qui diffère du précédent, de 11 76,76. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur les applications des 
tables de logarithmes. Ce qui précède suffit pour donner une idée 
de tonte leur importance. 

Logarithmes des Fractions, 

272. Dans les questions précédentes, nous n'avons eu à considé- 
rer que des logarithmes de nombres entiers ou de nombres frac- 
tionnaires plus grands que l'unité. Ces logarithmes font partie de 
la table dont nous avons indiqué la formation (n°* 258 et 259), ou 
bien peuvent s'obtenir facilement à l'aide de ceux-ci, lorsque les 
nombres correspondants sont entiers et excèdent les limites des 
tables, ou lorsqu'ils sont fractionnaires. 

On sait d'ailleurs que, dans le système de Briggs, les logarithmes 
de tous les nombres dont nous venons de parler sont compris entre 

0 et 1,1 et 2, 2 et 3, 3 et 4 ; c'est-à-dire que les logarithmes 

des nombres compris depuis V unité jusqu'à Vinfini, sont eux mêmes 
compris depuis 0 jusqu'à l'infini; en sorte qu'il n'existe pas de nom- 
bre, si petit ou si grand qu'il soit par rapport à l'unité, qui ne puisse 
être regardé comme le logarithme d'un nombre plus grand que 
l'unité. 

Il est alors naturel de demander si les fractions ont des logarith- 
mes, et comment on les exprime. 
Pour répondre à ces questions, reprenons la progression décuple 

7t 1 : 10 : 100 : 1000 : 10000 : 100000 - y 

et observons que, chaque terme étant égal à celui qui le pré- 
cède , multiplié par 10 , réciproquement , chaque terme est 
égal à celui qui le suit, divisé par 10. Par conséquent, si l'on 
prolonge celte progression au-dessous du premier terme 1 , en 
divisant successivement 1 par les diverses puissances de 10 , 
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c'est-à-dire par 10, 100, 1000. t . . ce qui donne les frac- 
11 1 

lions TjTjr, t^jt. . ., on en déduit la nouvelle progression 



10' 100' 1000* 
1 1 11 



: î : 10 : 100 : 1000 : i 



in 



••"* 10000 ' 1000 1 100 ' 10 ■ 1 ' 

qu'on peut supposer commençant à une fraction aussi petite 
que Ton veut. 

D'un autre côté, reprenons la progression par différence 
0 . 1.2. 8. 4 . 5. 6. 7. 8. 9...'., 
et observons que chaque terme étant égal à celui qui le précède , 
augmenté de 1 , réciproquement, chaque terme est égal à celui qui le 
suit, diminué de 1 . Cela posé, continuons cette progression à la gau- 
che du premier terme 0 ( ou au-dessous de 0) , en retranchant suc- 
cessivement 1,2,3,4 de ce premier terme, ce qui donne les 

résultats —1,-2, — $, — 4. . . ; il en résulte la nouvelle pro- 
gression par différence 

— 4. — 3. — 2. — 1.0.1 .2.3.4...., 

qu'on peut supposer commençant à un terme quelconque — n, 
n étant un nombre entier aussi grand que l'on veut. 
On obtient par ce moyen , le système des deux progressions 



! 1 -ri- : i : i : 10 : 100 : 1000 : t 



10000 ' 1000 ' 100 ' 10 



initii 



— 4 . — 8 . — 2 . _ 1 ,-0 . 1 . 2 . $ . 4 .., 



dont chacune se divise en deux parties, à compter des termes 1 et 0. 

La première partie, en allant de gauche à droite , dans les deux 
progressions, est composée de termes qui comprennent tous les nom- 
bres plus grands que l'unité et leurs logarithmes. ( Ces logarithmes 
sont, comme nous l'avons déjà fait observer, tous les nombres ima- 
ginables compris depuis 0 jusqu'à l'infini.) 

La seconde partie, en allant de droite à gauche, est composée de 
termes qui comprennent tous les nombres plus petits que l'unité , 
ainsi que leurs logarithmes, ceux-ci n'étant autre chose que les loga- 
rithmes de la première partie, précédés du signe — , lequel signe 
sert alors à distinguer les logarithmes des nombres plus petits que 
l'unité , des logarithmes correspondant aux nombres plus grands 
que l'unité. 
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278. En général , soit ~ une fraction proprement dite , ce qui 
suppose a < 6. 
Je dis que Ton a log ^ = — log 

a b 

En effet , comme on a évidemment = 1 *. — , 

a en résulte (n* 285) log^ = log 1 — log~. 
Donc , à cause de log 1 =0 (n° 260), 

log £= — log ~. C. Q. F. D. 

D'où Ton voit que le logarithme d'une fraction est égal au loga- 
rithme de la fraction renversée, pris avec le signe — . 

Ainsi , log * = — log ^ — — (log A — log S) ; 

log ™ = ~ logg= - (log 47 - log 23); 

ce qui fournit cette règle : Pour obtenir le logarithme d'une fraction, 
soustrayez le logarithme du numérateur de celui du dénominateur, et 
prenez le résultat avec le signe — . 
274. Ces notions établies, faisons quelques applications. 

S 8 11 

1 0 On demande, par logarithme; , la valeur du produit - X X y| • 

. , OKÛ ,8 v 5 v ti 1XJXJ1 

Ona(n 59)^ X ^ X lâ ~ 7 x i 2 x 13' 

/8 g il \ . 7 X 13 X 13 

d'où (n- 273) log ( y X ^ X - - log 8 X 5 X U 

= log 3 + log 5 + log 11 — log 7 — log 12 — log 18, 

ou , employant les compléments arithmétiques , 

= log 8 + log 5 + log 1 1 + c. log 7 + c. log 12 + c. log 13 — 80. 

Effectuant l'opération indiquée, on reconnaît que 

iog (Jx -J5 x4i) — °' 82(m - 
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Or, en appelant x le nombre correspondant à 0,82074 , on a 

i 

(n°273) —0,82074 = log-. 

x 

Tout se réduit donc à déterminer x. 

Mais on trouve, d'après la règle établie n" 265 , 

0,82074 = log 6,6181 ; d'où * = 6,6181. 

Par conséquent , i, ou k nombre cherché, a pour valeur 

x 

— N.B. — Dans cet exemple, on n'est pas bien sûr de l'exactitude 
du dernier chiffre décimal du nombre 6,6181 , en vertu de ce qui a 
été dit n° 266; mais on l'est de celui du nombre 0,1511 (voy. la 
note placée à la fin de l'ouvrage , n* 20 ). 

Règle générale. — Pour trouver à quel nombre correspond un 
logarithme affecté du signe — , cherchez d'abord à quel nombre 
appartient le logarithme, abstraction faite de son signe; puis, divisez 
l'unité par le nombre ainsi obtenu ; le quotient , évalué en décimales , 
est le nombre demandé. 

On peut encore avoir recours à l'artifice suivant : mettez 

— 0,82074 sous la forme 4 — 0,82074 — 4 , ce qui revient à aug- 
menter et diminuer à la fois le logarithme proposé , de 4 unités; il 
vient. ... — 0,82074 = 8,17926 — 4. 

Or, on a , d'après les tables , 8,17926 = log 151 1 ; 

d'où 8,17926 — 4 = log 151 1 — log 10000 (n° 261 ) ; 

1511 

et par conséquent, 0,82074 = log « log 0,1 51 i . 

Ce dernier moyen est , en général , plus simple et surtout plus 
rigoureux que le premier, parce que, dans l'expression i, obtenue 

Ou 

par celui-ci, x est un diviseur inexact (*) ; tandis que par la nature 
du second moyen , on n'a pas à craindre cette cause d'erreur. 
Soit encore à déterminer le nombre correspondant au logarithme 

— 2,85478. 

D'abord , ce logarithme étant compris entre — 2 et — 3, le nom- 

* 

C) Vortz la noie placée * la On de rourra»c, h» 20. 



Digitized by Google 



DES FRACTIONS. 33.1 

bre correspondant est compris entre et "^q- Mais , pour en 

obtenir la valeur d'après le second moyen, on met le logarithme sous 
la forme 6-2,85478- 6 = 8,64523-6. 

• Or, on a 8,64522 = log 4417,9 ; 

donc, 6 - 2,85478 -6, ou - 2,85478 = log 

ou bien, — 2,85478 = log 0,0044179. 

Ces exemples suffisent pour faire voir que les nombres qui corres- 
pondent à des logarithmes affectés du signe — , peuvent souvent 
être obtenus avec un très-grand degré d'approximation. 

Le second moyen consiste évidemment à retrancJier le logarithme 
proposé, d'autant d'unités, plus 4, que la caractéristique en renferme; 
à déterminer le nombre correspondant au résultat ainsi obtenu; puis 
d diviser ce nombre par Vunité suivie d'autant de zéros qu'on a été 
obligé de prendre d'unités pour effectuer la soustraction. 

13 

2° On demande la 11*" puissance de la fraction j^. 

On a («f M»)log (gj* = - log g})" = - (il log g). 

Or, log j| = 0,06518; d'où H X log || = 0,68*68 ; et par 

Ci 3 \ U 
1 = — 0,88365 = log 0,2072. 

Ainsi | 0,2073 est le nombre demandé. 

8° On demande la racine 7 e de-. 

Ona log y/f = - log y/ 1^ - (ilog|). 
Or, log | = 0,17609 ; d'où i log | = 0,02515 ; 

donc log y/ | = - 0,0251 5 = log 0,94874 , 



,„.«*«.,i/f_. w „. 
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275. Scolie. — La recherche des logarithmes des fractions nous 
a conduit à une espèce particulière de nombres, appelés en Algèbre, 
nombres négatifs, par opposition aux nombres ordinaires qu'on ap- 
pelle nombres positifs ou nombres absolus. La considération des nom* 
bres négatifs j dans la théorie des logarithmes, est aussi indispensable 
que celle des nombres positifs , puisque c'est par eux seuls qu'on 
peut exprimer les logarithmes des fractions. Gela est si vrai que , 
dans l'hypothèse (très-admissible) où l'on aurait d'abord établi le 
système des deux progressions 

^ , . 1 . JL . JL . 1 

- 1 • 10 ' 100 ' 1000 ■ îoooo 

~ï~ 0. 1 • 2 • 8 • A .... , t 

auquel cas toutes les fractions auraient eu des logarithmes positifs, 
et d'autant plus grands que les fractions eussent été plus petites , 
dans cette hypothèse , dis-je, les logarithmes des nombres de plus 
en plus grands que l'unité, savoir, 1, 10, 100, 1000. . . , et tous les 
nombres compris entre eux, auraient été nécessairement représen- 
tés par la série des nombres négatifs 0, — 1 , — 2, — 3. . . , et de 
tous les nombres compris. 

Autre manière d'envisager les Logarithmes, 

276. Euler, dans ses Éléments d'Algèbre, a établi entre les di- > 
verses opérations de l'Arithmétique , un rapprochement fort ingé- 
nieux que nous allons d'abord faire connaître , parce qu'il donne 
lieu à une nouvelle manière d'envisager les logarithmes. 

Désignons par a, b, c trois nombres quelconques, et proposons- 
nous cette question générale : Deux quelconques de ces trois quantités 
étant données, déterminer la troisième au moyen de l'une des opéra- 
tions arithmétiques, effectuée sur les deux quantités données. 

L'opération la plus simple sans contredit, et celle qui se présente 
la première à l'esprit, est l'addition. 

Soit donc proposé de trouver c par l'addition des deux nombres 
a et b. 

Cette relation entre les trois nombres a, b, c sera exprimée par 
l'égalité 

a f- b = C . . . (1), 
qui donne en même temps a — c — b, ou 6 = c — a. 
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D'où l'on voit que si , au lieu de rechercher c, on demandait la 
valeur de a ou de 6, la même égalité (1) donnerait la quantité in- 
connue par une soustraction. 

Ainsi , l'addition et la soustraction sont liées entre elles par la 
même égalité a -\- b = c. 

JV. B. — Si , dans l'égalité a = c — 6, on suppose c < 6, la 
valeur de a se réduit évidemment à un nombre négatif. Ces sortes de 
nombres tirent donc leur origine de soustractions indiquées ^t im- 
possibles à effectuer. 

L'addition de plusieurs nombres égaux conduit à la multiplica- 
tion. 

Proposons-nous alors de trouver c par la multiplication des nom- 
bres a et b. 
Cette relation sera indiquée par l'égalité 

ab = c....(2); 

d'où Ton déduit a = T ou b = 

b a 

Donc si, au lieu de chercher c d'après l'égalité (2) , on demande 
la valeur de a ou de 6, la division de c par b, ou de c par a, donn^a 
la valeur du nombre inconnu. 

Ainsi , la multiplication et la division sont liées entre elles par !a 
même égalité.... ab — c. 

IV. B. — Dans l'hypothèse de c < 6, ou de c non divisible exacte- 

ment par 6, l'expression ^ est une fraction ou un nombre fraction- 
naire. Donc les fractions tirent leur origine de divisions qui ne peu- 
vent s'effectuer exactement. 

Enfin, la multiplication de plusieurs nombres égaux conduit à la 
/ormation des puissances. 

Supposons donc qu'on veuille obtenir c en faisant le produit dd 
b nombres égaux à a. 

Cette relation s'exprimera par l'égalité a b — c. , . (8) ; 

b 

d'où l'on déduit d'abord a = y c; 

ce qui prouve que , pour obtenir c, quand on connaît a et 6, il faut 
effectuer une formation de puissance; et que, pour obtenir a, quand 
on connaît c et 6, il faut effectuer une extraction de racine. 

Mais, actuellement, connaissant a et c , comment trouverons- 
nous b? 
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Avant de répondre à cette question , récapitulons ce qui vient 
d'être dit. 

L'égalité a -f- 6 = c réunit les deux opérations connues sous le 
nom d'addition et de soustraction, la seconde de ces deux opérations 
pouvant d'ailleurs donner lieu aux nombws négatifs. 

L'égalité ab — c réunit la multiplication et la division; d'où nait 
l'idée d'wne fraction ou d'un nombre fractionnaire. 

Remarquons en outre que dans chacune de ces deux égalités 
o -\-fî=c, ab = c, le nombre a, ou le nombre b, s'obtient par 
le moyen de la même opération effectuée sur les deux quantités con- 
nues (ce que l'on exprime en disant que a et 6 entrent d'une manière 
semblable ou symétrique dans ces égalités). 

De même, l'égalité a 6 = c, réunit la formation des puissances 
et l'extraction des racines ; d'où naissent les nombres incommensu- 
rables. 

Mais il y a cette différence entrp cette égalité et les deux précé- 
dentes, que, pour trouver a, une extraction de racine suffit ; tandis 
que, pour trouver 6, il faut une opération toute particulière, qui 
sera en quelque sorte une septième opération de l'Arithmétique. 

Or, si l'on applique à l'égalité a 6 = c 

la propriété du numéro 256 , il vient. . . 6. log a «= log c; 

d'où l'on déduit 6=*j^-; 

log a' 

c'est-à-dire que la valeur de 6 s'obtient par le moyen des loga- 
rithmes. 

277. Faisons quelques applications. 

Supposons, dans l'égalité a h = c, a = 3 et c — 81 ; elle de- 
vient 8 6 = 81 ; d'où 6 = p^-. 

log 8 

Or, log 81 = 1,90849 ; log 8 = 0,47712. 

Donc 6 -lw5-*+ï7ïn- 

Négligeant la fraction t^ct * qu» est très-petite et qui provient 

ici de ce que les logarithmes ne sont jamais exacts , on trouve 
b = 4 ; et en effet, on a S* = 81. 

Proposons-nous encore la question suivante : La population d'un 
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pays s'accroît chaque année de ^ de ce qu'elle était au commencement 

de cette année; on demande au bout de combien d'années elle sera 
doublée. 

Désignons par a l'état de la population au commencement de la 
première année , et par a', a", a'", ... ce qu'elle est devenue au 
commencement des autres années. 

Puisque , par hypothèse , la population a se trouve augmentée , 

à la fin de la première année , de ~ de ce qu'elle était au com- 
mencement , elle sera devenue , à la fin de cette année , ou au com- 
mencement de la seconde, 

^50 V ^ &0/ \o0j ' 

ou bien a', d'après les notations dont nous sommes convenus. 
Comme , à la fin de la seconde année ,1a population o' augmente 

encore de ^ de ce qu'elle était au commencement de cette année , 

elle deviendra 

o ' + F0-=-'( 1 + 4)-°'©' 

(5t\* 
50/ ^ ° * 

On trouvera de même , pour l'état de la population, à la fin de la 
troisième année , al' — « (jr^J ; et ainsi de suite. 

Donc, si x désigne le nombre inconnu d'années, a ex- 

4 prime l'état de la population à la fin de la dernière année. D'ailleurs , 
d'après l'énoncé , ce même état est représenté par 2a. Ainsi , l'on a 

l'égalité a (jji)" = 2a; 

si l'on supprime le facteur a commun aux deux membres, il vient 
\W} - a ' 00u *~ |og Çij ~ log Kl - log 50- 
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Cherchant dans lés tables les logarithmes de 2 , de 51 , et de 50, 

8 

on trouve , tout calcul fait , x = 35 + ^7.-. 

Donc , c'est au bout de 85 ans, à peu près, que la population se 
• trouvera doublée. 

Les logarithmes conduisent donc à un genre particulier d'opération * 
indispensable pour la résolution de certaines questions. 



FIN. 
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SUR LES APPROXIMATIONS NUMÉRIQUES. 



Cette note est divisée en deux parties: dans la première, on suppose que les nom- 
bres sur lesquels on a des opérations arithmétiques à exécuter soient donnés exacte- 
ment, et Ton expose des méthodes plus expéditives que celles qui ont été présen- 
tées dans le corps de l'ouvrage, pour obtenir les résultats des opérations avec un 
degré d'approximation déterminé. 

Dans la seconde partie, on opère sur des nombres qui ne sont donnés eux- 
mêmes qu'approximativement; et l'on se propose d'assigner le degré d'approxima- 
tion que la nature des nombres donnés et le système d'opérations exécutées sur ces 
nombres sont susceptibles de fournir pour les résultats. 

PREMIÈRE PARTIE. 

On est souvent conduit, dans les questions d'arithmétique (voyez la fin du 
4e chapitre) à effectuer des opérations dans lesquelles figure un assez grand nombre 
de chiffres décimaux, bien qu'il suffise pour l'objet qu'on se propose, d'obtenir le 
résultat avec un nombre de décimales beaucoup moindre que n'en comportent les 
nombres sur lesquels on opère. Il est donc utile de faire connaître des méthodes à 
l'aide desquelles on puisse, sans être obligé d'exécuter les opérations en entier, 
obtenir les seuls chiffres décimaux dont on a besoin. 

Méthode abrégée pour la Multiplication. 

1 . Commençons par la multiplication, et prenons les deux nombres 34,253467 et 
5,4637, en supposant qu'on veuille en obtenir le produit à 0,001 prêt. 

L'artifice à employer consiste à ne tenir compte, dans les multiplications par les 
différents chiffres du multiplicateur, que des millièmes, ou des unités d'ordres 
supérieurs, c'est-à-dire des centièmes , dixièmes , unités simples, etc. Cependant, 
comme il suffit de 10 dix-millièmes pour faire 1 millième, il est encore nécessaire 
d'avoir égard aux dix-millièmes que peuvent donner les produits partiels. 

D'après ces premières observations, voici comment on doit opérer: 

8 4,2 5 8 4 6 7 
7 8 6 45 
1 7 1 2 6 7 8 dix-millièmes. 
1870 13 
20551 
1027 
289 
1 8 7,1 5 0 0 
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On commence par écrire le chiffre des unités du multiplicateur sous le chiffre des 
millièmes du multiplicande, et Ton dispose les autres chiffres à la suite, en renver- 
sant Tordre; de sorte que le chiffre des dixièmes du multiplicateur est nécessaire- 
ment placé sous le chiffre des millièmes du multiplicande, le chiffre des centièmes 
sous le chiffre des centièmes, et ainsi de suite. Quant aux chiffres des dizaines, 
centaines, etc., du multiplicateur, s'il en avait, ils seraient nécessairement placés 
sous les chiffres des cent-millièmes, millionièmes, etc., du multiplicande. En un 
mot, chaque chiffre du multiplicateur est, par cette disposition, placé au-dessous 
du chiffre du multiplicande, dont le produit par celui du multiplicateur, donne des 
dix -millièmes. 

Cela posé, on multiplie d'abord par le chiffre 5 du multiplicateur tous les chiffres 
du multiplicande, à partir du chiffie 4 qui correspond au chiffre 5, et en négligeant 
le produit de 67 par 5, à l'exception des 3 unités de retenue que donne le produit 
de 6 par 5, et qui expriment des dix-millièmes, puisque ce produit est de 30 cent- 
millièmes. On obtient ainsi 1719673 dix-millièmes, que Ton écrit au-dessous des 
deux facteurs, après avoir souligné ceux-ci. 

Passant au chiffre 4 des dizaines du multiplicateur, on multiplie par ce chiffre 
tout le multiplicande, à partir du chiffre 3, et négligeant le produit de 467 par 4, 
à l'exception de Vunité de retenue que donne 4 fois 4, parce que cette unité exprime 
encore 1 dix-millième ; on obtient ainsi 137013 dix-millièmes, que l'on place au- 
dessous du premier produit, de manière que les derniers chiffres se correspondent, 
comme exprimant tous deux des dix-millièmes. 

On opère de la même manière par rapport aux autres chiffres du multiplicateur, 
ayant soin de commencer chaque multiplication partielle au chiffre du multi- 
plicande qui est placé immédiatement au-dessus du chiffre multiplicateur que 
Von considère, et ajoutant seulement au produit les retenues fournies par 
le chiffre qui suit celui du multiplicande auquel commence la multipli- 
cation. 

On obtient ainsi les trois nouveaux produits 80551, 1037, et S39, que l'ou 
Ï^$Ç3 ftU"{ififl£0ii0 (J©s pféc^dcntSj de uidnière ^ju© 1©$ derniers chiffres à droite se 
correspondent. 

On fait ensuite la somme de tous ces produits, et il vient 1871503, nombre dont 
il faut séparer par une virgule quatre chiffres décimaux, puisqu'il doit exprimer 
des dix-millième* 

Enfin, on barre le dernier chiffre, et l'on trouve 187,150 pour le produit de- 
mandé, à 0,001 près. 

II est facile de vérifier ce résultat en effectuant la multiplication tout entièrt. 

iV. B. — On pourrait croire, d'après ce procédé, que, comme on a tenu compte 
de tous les dix-millièmes que renferment les produits partiels , le chiffre des dix- 
millièmes est lui-même exact ; mais on se tromperait, car il est ordinairement trop 
faible de plusieurs unités. Cela tient à ce que la somme des unités delà colonne des 
cent- millièmes peut donner plusieurs unités de retenue. Toutefois, on peut regarder 
l'erreur comme ne devant pas influer sur le chiffre des millièmes; car, pour que 

cela fût, il faudrait que l'on eût au moins 10 : — , ou 30 produits partiels. 
Un nouvel exemple achèvera d'éclaircîr le procédé. 
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Soit proposé d'obtenir le produit des deux nombres 763,05403678956 et 
254,4630578 à 0,00001 pris. 

76 3,0 5403678956 
8750364452 
152610807357 millionièmes. 
38152701839 
8052216146 
30522 1 6 1 4 
457 8324 1 
2289 162 
38152 
5 3 4 1 

6 1 0 

19416 9,0 6346* 

Puisque l'on veut que les cinq premiers chiffres décimaux soient exacts, il faut 
tenir compte des millionièmes que peuvent donner les produits .partiels. 

Ainsi, après avoir renversé l'ordre des chiffres du multiplicateur, on le place au- 
dessous du multiplicande, de manière que le chiffre 4 de ses unités soit sous les 
millionièmes du multiplicande; les autres chiffres se placent alors d'eux-mêmes 
dans l'ordre prescrit précédemment ; et l'on effectue les multiplications en ayant 
égard, pour chaque chiffre du multiplicateur, à la retenue que donne le produit de 
la partie négligée au multiplicande, par ce chiffre. 

Faisant ensuite l'addition de tous les produits obtenus, séparant six chiffres 
décimaux, et barrant le dernier chiffre, on obtient 194169,06346 pour le produit 
à 0,00901 près. 

9. Il peut arriver que le multiplicande n'ait pas assez de chiffres décimaux pour 
qu'on poisse faire correspondre les chiffres des unités, dizaines, centaines, etc..., 
du multiplicateur, aux chiffres srus lesquels la règle prescrit de les placer. Dans ce 
cas, on commence par écrire à la droite du multiplicande un nombre convenable 
de zéros. 

Soit, par exemple, à multiplier 1825,4037 par 2497,135, et supposons qu'on 
demande un produit exact jusqu'aux dix-millièmes inclusivement. 

182 5,4 0370000 

52 1 7 2 42 

365080740000 cent-millièmes. 
73016148000 
8650807400 
1277782590 
18254037 
3 6 5 0 8 0 7 

^ 9 1 2 70 1 

4 4 3 0 4 8,2 9 5 5 3 % 

ARITdMtTIQIE. 29 
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Comme il faut que le chiffre des unités du multiplicateur corresponde au chiffra 
des cent-millièmes du multiplicande, que les dizaines, centaines, etc., correspon- 
dent aux millionièmes, dix-millionièmes, etc., on pose quatre zéros a la droite du 
inultiplicaude ; et il vient 1825,40370000. 

Du reste, l'opération s'effectue comme précédemment. 

Nous engageons les commençants à s'exercer sur les exemples de multiplication 
traités n°*103et suivants. 

3. Enfin, la méthode précédente est applicable à la multiplication de deux nom- 
bres entiers, composés l'un et l'autre d'un assez grand nombre de chiffres , et dont 
on demanderait le produit, à une unité près d'un certain ordre. 

Soient, par exemple, les deux nombres 279456 et 89764, dont on veut avoir le 
produit à un billion près. 

279456 
46798 

228564 centaines de mille. 
25150 
1955 
167 

10_ 

250840 

Pour avoir un produit exact jusqu'aux millions inclusivement, il est nécessaire 
de tenir compte des centaines de mille que peuvent donner les produits partiels. 
Ainsi, l'on écrira d'abord le multiplicateur renversé, au-dessous du multiplicande , 
de manière que le chiffre de ses unités soit placé sous le chiffre des centaines de 
mille, le chiffre de ses dizaines sous le chiffre des dizaines de mille; et Ton 
effectuera l'opération comme précédemment. On obtiendra par ce moyen 25084, 
ou plutôt 25085 millions pour le produit demandé, {t'oyez le N. B. placé à la fin 
du u« 1*2.) 

Méthode abrégée pour la division. 

4. Il existe aussi pour la division de deux nombres composés d'un grand nombre 
de chiffres, un moyeu plus simple que le procédé ordinaire, d'obtenir le quotient 
avec un certain degré d'approximation. 

Nous considérerons d'abord le cas où le dividende et le diviseur étant deux nombres 
eotiers, on voudrait obtenir le quotient à moins d'une unité près seulement ; il sera 
facile ensuite d'en déduire le cas de deux fractions décimales. 

La méthode que nous allons exposer est fondée sur ce que, d'après le procédé 
ordinaire de la division, la détermination de chacun des chiffres du quotient ne 
dépend le plus souvent que des deux ou trois premiers chiffres du dividende, et du 
premier ou des deux premiers chiffres du diviseur ; d'où il résulte qu'on peut obtenir 
les véritables chiffres du quotient sans employer les derniers chiffres de chaque 
dividende partiel. Cela posé, voici en quoi consiste le procédé abrégé : 

Supprimez sur la droite du dividende autant de chiffre* moins deux, qu'il t 
en » bans lb diviskur ; faites ensuite la division de la partie à gauche^ par 
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à l'ordinaire. S'il n'y a point de reste, mettez à la suite du 
de zéros que vous avez supprimé de chiffres dans le dividende. 
s'il y a un reste, ainsi que cela arrive généralement, divisez ce reste, non 
pas par le mime diviseur (ce qui n'est plus possible), mais par le diviseur dont 
vous aurez supprimé le dernier chiffre à droite. Toutefois, dans la multipli- 
cation du nouveau diviseur par le chiffre obtenu au quotient, ayez soin d'ajouter 
la retenue que donne le produit du chiffre supprimé, par le chiffre du quo- 
tient. Divisez ensuite le nouveau reste car le diviseur vrécédent. dont vous 
aurez encore supprimé le dernier chiffre d droite. ( Même observation que 
tout à l'heure, pour la multiplication du nouveau diviseur par le chiffre du quo- 
tient.) Continuez ainsi de diviser, en supprimant, à chaque division, un 
chiffre sur la droite du diviseur; et arrêtez l'opération quand il ne reste 
plus au diviseur qu'un chiffre non barré. Barrant alors le dernier chiffre obtenu 
au quotient, vous obtenez pour le quotient demandé, la partie d gauche du 
chiffre barré. 

Pour nous rendre compte de ce procédé, nous allons prendre un exemple assez 
simple, et le traiter d'abord par le procédé ordinaire, ensuite d'après celui qui 
vient d'être énoncé. 



Sàit à diviser 430456806 par 5683. 



430436896 
32646 
42318 
28379 
26476 
3744 



15683 



75744 



4304568|96 
32646 
42318 
2537 
264 
87 
4 



757(440 



La division à gauche est faite d'après le procédé ordinaire, et il est inutile de s'y 
arrêter ; occupons-nous seulement de la seconde. 

Conformément à la règle, on sépare deux chiffres sur la droite du dividende, 
puisqu'il y en a quatre dans le diviseur; et l'on divise la partie à gauche, 4304568 
par 5683 comme à l'ordinaire, ce qui donne pour quotient 757, et pour reste 
2537. 

Cela posé, on supprime le dernier chiffre 5 du diviseur, et l'on divise 9537 
par 568, ce qui donne 4 pour quotient. On multiplie 568 par 4 en ajoutant au 
produit l'unto'de retenue que fournit le produit 13 du chiffre supprimé par 4, et 
l'on retranche le résultat 8373 de cette multiplication, de 8537; il vient pour 
reste 864. 

Supprimant le chiffre 8 dans le dernier diviseur, et divisant 364 par 56, on ob- 
tient 4 pour quotient. Multipliant 56 par 4, et ajoutant au produit les 3 unités qui 
proviennent de la multiplication du chiffre supprimé, par 4, on trouve 337, qui, 
retranché de 364, donne pour reste 37 . 

Divisant enfin 37 par 5, on a pour quotient 7; ce chiffre est trop fort, car en 
mettant 7, on serait conduit à retrancher 5 x 7 -f- 4, ou 30 de 37. On écrit donc 
le chiffre 6. Barrant alors ce dernier chiffre, on trouve, à une unité près, 75744 
pour le quotient demandé. (Nous parlerons tout à l'heure du chiffre barré.) 

23* 
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En comparant les deux opérations ci-dessus, on reconnaît que les deux ou trois 
premiers chiffres sont les mêmes dans chaque dirision partielle, et par conséquent, 
que les chiffr es du quotient doivent être les mêmes dans Tune et Pautre; mais il 
faut avoir bien soin de reporter les unités de retenue provenant de la multiplication 
du chiffre supprimé, par le quotient obtenu j autrement on parviendrait à des 
restes trop forts, qui donneraient au quotient des chiffres plus grands que les véri- 
tables. 

Soit, pour second exemple, à diviser 540547056789046 par 378*459. 

5408470567|89046 
26170115 
10919846 
25604697 
5*6566 
247921 
25005 
2714 
207 
18 , 
3 

Après avoir séparé cinq chiffres sur la droite du dividende (c'est-à-dire deux dé 
moins qu'il n'y en a dans le diviseur), on divise la partie à gauche par le diviseur 
tout entier, ce qui donne le quotient 1939, et le reste 526566. 

Cela fait, on supprime le dernier chiffre 9 du diviseur, et l'on divise 526566 par 
278645 ; on obtient le quotient 1 et le reste 247921 que l'on divise par 27864 ; il 
vient pour nouveau quotient 8, et pour nouveau reste, 25005 qu'où divise par 
2786 ; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on soit parvenu au reste 13 qui, divisé par 2, 
donne pour quotient 4 (6 et 5 seraient trop forts). On barre le chiffre 4, et l'on ob- 
tient 193918897 pour le quotieut demandé. 

5. Première remarque. — Si, au commencement de l'opération, quand on a sup- 
primé sur la droite du dividende les chiffres que la règle prescrit, la partie à gau- 
che ne contient pas le diviseur, on supprime tout de suite à la droite du diviseur le 
nombre de chiffres nécessaire pour que le nouveau diviseur soit contenu dans cette 
partie à gauche du dividende. 

Soit à diviser 30564897 par 67364. 

3 0 5 6 4 | 897 I ggggjj 
8 6 19 I 4oB^ 
25 1 
50 
4 

Comme, après la séparation des trois derniers chiffres à droite du dividende, 
la partie à gauche, 305G4, ne contient pas le diviseur, on supprime le dernier chif- 
fre du diviseur, puis on divise 30564 par 6736, ce qui donne pour quotient 4, el 
4 »our reste 3619, sur lequel on opère comme précédemment. 
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6. Seconde remarque. — En réfléchissant sur la méthode précédente, on peut 
reconnaître aisément que Yerrenr commise à chaque opération partielle, et consis- 
tant en unités de retenue qui se trouvent négligées, n'affecte généralement que la 
dernière colonne à droite du calcul abrégé. {La limite de cette erreur peut être ex- 
primée par autant d'unités en plus qu'on a exécuté d'opérations partielles suivant 
la méthode abrégée, c'est-à-dire, qu'il y a de chiffres, moins un, dans le diviseur.) 
Il résulte de li que le dernier chiffre obtenu au quotient peut être fautif ( en excès ) 
de quelques unités, et qu'il ne doit servir qu'à décider s'il y a lieu d'augmenter le 
chiffre précédent d'une unité, pour que le quotient soit exact à une demi-unité prêt. 

Ainsi, dans le premier exemple qui avait donné 6 pour derqier quotient, pour 
s'assurer si l'on doit augmenter le chiffre précédent d'une unité, il suffit de diminuer 
le dividende partiel 37 de 3 unités, puisque l'on a exécuté trois opérations. Or, en 
divisant 34 par 5, premier chiffre du diviseur, on a encore pour quotient 6 et pour 
reste 0 (en ayant égard aux 4 unités de retenue provenant de la multiplication du 
second chiffre du diviseur par 6). Il est donc certain que, si l'on eût opéré sur les 
deux nombres proposés, d'après le procédé ordinaire, on aurait obtenu 6 pour ce 
quotient partiel. Ainsi, 75745 est le quotient demandé, à moins d'une demi-unité 
près; mais le quotient est en excès. 

Dans le second exemple, comme le dernier quotient est 4, et qu'il ne peut être que 
trop fort, on doit conclure que 193918897 est le quotient demandé, à moins d'une 
demi-unité près ; et c'est un quotient en moins. 

Enfin, dans le troisième, où l'on a trouvé 7 pour dernier quotient, si l'on diminue 
le dividende partiel de 4 unités (puisqu'on a exécuté quatre opérations), il vient 
48 qui, divisé par 6, donne pour quotient 6 (à cause des retenues). On voit 
lonc que le chiffre 7 peut être trop fort d'une unité seulement, et que 454 est 
le quotient demandé, d moins d'une demi-unité près ; mais ce quotient est enexcès. 

7. Nous pouvons maintenant établir le procédé qui convient ao cas où, les deux 
nombres étant des fractions décimales, on demande le quotient avec un certain 
degré d'approximation, par exemple à moins d'un millième t d'un dix-mil- 
lième, etc. 

Commencez par ramener la division à celle de deux nombres entiers d'après la 
règle du numéro 90; écrivez ensuite à la droite du dividende autant de zéros que 
vous voulez avoir de chiffres décimaux au quotient; faites la division d'après la 
règle (note n° 4); séparez enfin vers la droite du quotient le nombre de chiffres dé- 
cimaux demandé* plus un, et effacez le dernier chiffre (en renforçant, s'il y a lieu, 
le chiffre précédent). 

Premier exemple.— On demande, d moin* de 0,001 prêt, le quotient de 1234,569 
par 87,35894. 



1234560 | 00000 
140212 
2418 
683 
136 
27 
3 



451240 
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J'écris d'abord deux zéros à la droite du dividende, en supprimant la virgule 
de part et d'autre, ce qui donne 123456900 à diviser par 3735894. Ensuite, 
comme on me demande frota chiffres décimaux au quotient, j'écris trois nouveaux 
zéros à la droite du dividende, c'est-à-dire que je divise 1 23456900000 par 2735894, 
et je cherche le quotient à moins d'une unité près. Je trouve 45125; mais comme, 
en écrivant trois nouveaux zéros à la droite du dividende, je l'ai rendu 1000 fois 
trop grand, il faut, pour ramener le quotient à sa juste valeur, que je sépare 
3 chiffres décimaux sur la droite; et j'obtiens enfin 45,125 pour le quotient de- 
mandé. Ce résultat est en excès, mais ne diffère du véritable que de moins d'un 
demi-millième. 



Second exemple. — On veut avoir, à moins de 0,0001 près, le quotient de 
229,4703568 divisé par 7,3594? 



22947085 | 680 I 

86883 I iîljSÔSjJ 

132895 
59301 
426 
59 
1 



Comme il faudrait, en vertu de ce qui a été dit plus haut, écrire d'abord trois 
zéros à la droite du diviseur, puis quatre à la droite du dividende, tout se réduit 
à en poser un seul à la droite de celui-ci, en supprimant la virgule de part et d'au- 
tre, c'est-à-dire à diviser 22947035680 par 73594. 

On trouve ainsi pour premier résultat, 311806. Donc, 31,1806 est le quotient de- 
mandé. 

# 

Méthode abrégée pour l'extraction de la racine carrée. 

8. Toutes les fois qu'on a obtenu plus de la moitié du nombre des chiffres que 
doit renfermer une racine carrée, on peut, au moyen d'une simple division, trouver 
tous les autres chiffres. 

Désignons, en effet, par N le nombre dont on demande la racine carrée ; et sup- 
posons que eette racine doive renfermer (2n -t- 1 ) chiffres. Appelons a la valeur 
relative de la partie représentée par les (n •+- 1) premiers chiffres à gauche de cette 
racine, et b la partie exprimée par les n chiffres suivants, parce qu'il s'agit de dé- 
terminer. « 

On a l'égalité N sac (o 6) J = a* iab -4- 6»; 

d'où retranchant o* des deux membres , N — a* = 2o© •+■ b 7 , 
ou, divisant par 2a, 



Cela posé, puisque, par hypothèse, b ne renferme que n chiffres, on a nécessaire- 
ment b < 10»», et par conséquent o J < 10'». 



N-q» 
2a 
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D'un autre côté, le nombre exprimé par a se composant de (2n -t- 1 ) chiffres 
dont les n derniers à droite sont des zéros, il en résulte 

a, et à plus Porte raison, Sa > 10»*. 

Donc — est une fraction proprement dite ; ainsi, d'après la dernière égalité 

N— a* 

ci-dessus, le quotient exprimé par — - — est en excès sur b, d'une quantité 



moindre que l'unité. On est ainsi conduit à la règle suivante : 

Après avoir obtenu plus de la moitié du nombre des chiffres de la racine carrée, 
il suffit, pour obtenir les autres chiffres, de diviser le reste N — a* auquel on est 
parvenu, par le double de la racine déjà trouvée, considérée avec sa valeur re- 
lative. 

Soit, pour premier exemple, à extraire la racine carrée de 4735678956 à moins 
d'une unité près. 

Cherchons d'abord les trois premiers chiffres d'après le procédé ordinaire. 
{Voyez le n° 179.) 



4735678956 


68 8 


1 1 3.5 


12.8 


1 


1 1 1 6.7 


8 




2238956 







Il vient pour celte première partie de la racine, 688, et pour reste, 2238956 
qu'il faut maintenant, en vertu de la règle ci-dessus, diviser par le double de 688 
considéré avec sa valeur relative, c'est-à-dire par 137600. 



2238956 
862956 
37356 



137800 



16 



La partie entière du quotient étant 16, on en conclut que 68816 est la racine 
demandée, à moins d'une unité près. 

En effet, si l'on élève 68816 au carré, on obtient le produit 4735641856, qui, 
retranché du nombre proposé, donne un reste, 371000, moindre que le 
de 68816 augmenté d'une unité. {Voyez n» 177.) 

[Comme ce reste est même plus petit que la racine obtenue, 68816, on 
affirmer qu'elle est exacte à moins d'une demi-unité près. 

Car si l'on fait, dans la formule (a 6) 2 = a J -t- 2a6 -4- b 2 , b = 1, il vient 

m 



M- 



o 2 + 0-4-7; 



ce qui démontre que, pour qu'il y ail lieu à augmenter la racine d'une demi-unité 
il faut et il suffit que le reste surpasse la racine déjà trouvée d'au moins une 
unité.] 

Le reste 37100 peut être obtenu plus promptement que par l'élévation de 68816 
au carré. En effet, comme, en retranchant le carre" de 688 du nombre proposé, 
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on a obtenu le reste £258956, il suffit de faire le double produit de 688 suivi 
de deux zébos, par 16, puis le carré de 16, et de retrancher la tomme de cet deux 
parties, de 3238956. 

9. Supposons actuellement qu'on veuille évaluer en décimales la fraction qui 
doit être ajoutée à 68816 ; il faut, conformément à ce qui a été dit n° 183, écrire 
à la suite du reste 371006, dbux fois autant de zéros que Ton veut avoir de chiffres 
décimaux, et continuer l'opération comme à l'ordinaire. Nais c'est ici que la mé- 
thode abrégée peut recevoir une grande extension. 

En effet, pour obtenir quatre chiffres décimaux ( puisque la racine obtenue a 
déjà cinq chiffres), il suffit de diviser 37100 suivi de huit zéros par le double 
de 68816, ou 137633 suivi de quatre zéros, ou, ce qui revient au même, 371000000 
par 137633 ; et de plus comme on cherche ce quotient à une unité près, la règle de 
la division abrégée est applicable. 



On obtient ainsi pour quotient 3695. Ainsi, 68816,3695 exprime la racine carrée 
du nombre proposé, à moins de 0,0001 près. 

Une nouvelle division donnerait huit chiffres décimaux de plus; mais il faudrait 
d'abord obtenir la différence qui existe entre le nombre proposé, suivi de huit 
zéros, et le carré de 688163695. Or, comme on a déjà trouvé 37100 pour le reste 
précédent, il suffirait de faire le double produit de 688160000 par 3695, puis le 
carré de 3695, et de retrancher la somme de ces deux parties, de 37100 suivi 
de uuiT zéros; ce qui serait beaucoup plus simple que si l'on élevait 688163695 
au carré. 

Cette soustraction est d'ailleurs indispensable pour la vérification des calculs : 
c on . 1. ,u. „„ attoUtBipar » 

l'emploi du procédé abrégé de la division donne aussi un quotient par excès. Ainsi, 
pour cette double raison, il est possible que le dernier chiffre trouvé à la racine 
soit trop fort d'une ou de deux unités ; ce qu'on reconnaît à l'impossibilité de faire 
la soustraction. On sait d'ailleurs comment, le dernier chiffre étant reconnu trop 
fort, on peut le ramener à sa juste valeur. 

10. Nous présenterons pour second exemple, le tableau des calculs relatifs à 
l'évaluation de y 2 en décimales. 

!• Application du procédé ordinaire. 



87100 | 
9574 
1817 



26960 



mm 



79 
I 
1 



2 

10.0 



M* 



40.0 
11 9 



281 
1 
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2° Détermination des deux chiffra suivants par la division. 

282 



11900 
620 
56 



42 



La racine, à moins de 0,0001 près, est 1,4149. 



Produit de 28200 par 42 = 1184400 
carré de 42= 1764 
somme = 1186164 
à retrancher de 1 1 90000 
différence. . . = 



40 Détermination des quatre chiffres suivants par la division abrégée. 

38360 I 000 I 20^j84 



ioo76. | mot 

1891 
177 
8 
0 

La racine, à moins de 0,00000001 près, est 1,41421356. 
50 Détermination du nouveau reste. 

Produit de 282840000 par 1356 = 383531040000 

carré de 1356 = 1838736 
somme. . . . = 383582878736 
à retrancher de 883600000090 
différence. . . = " 67121264 



fl* Détermination des boit chiffres suivants par la division abrégée. 

(On a supprimé sept zéros au dividende, comme inutiles.) 



671212640 
105527216 
20674403 
875414 
26886 
1431 
17 
1 



mnm* 



237309500 
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La racine, à moins de 0,0000000000000001 près, est 

1,4142135623730950. 

7» Détermination du nouveau reste. 

Produit de 28284271200000000 

par 23730950 = 671212625633640000000000 

carré de 23780950 = 563157987902500 

somme. . .=671212626196797957902500 
à retrancher de 67121 2640000000000000000 
différence. . . = 18803202012097500 

(Celte différence étant moindre que la racine déjà obtenue, on doit conclure 
(note, n<> 8) que le chiffre, suivant est moindre que 5, quoique, dans la division 
précédente, on ait trouvé 6 pour le chiffre barré du quotient.) 

8° Détermination des sbixb chiffres suivants par la division abrégée 

Pour obtenir ces chiffres, il faut ( puisque l'on a supprimé tous les zéros inutiles ) 
diviser « 1380320301209750 par 282842712474619, 
en ayant soin, après la première opération, de barrer successivement chacun des 
chiffres du diviseur, à partir de la droite. Toutefois, l'incertitude que présentent 
les derniers chiffres de cette opération doit engager à ne tenir compte que des douze 
premiers ; et l'on a alors 

y 2 = 1,4142135623730950488016887242, 

à moins d'une unité près de l'ordre du 28« chiffre décimal. 

On peut d'ailleurs vérifier l'exactitude de ce résultat par les moyens qui ont été 
indiqués précédemment. (Il faudrait faire le double produit de 14142135623730950 
suivi de douze zéros par 488016887242, puis le carré de ce dernier nombre, et 
retrancher la somme de ces deux parties, du reste précédent suivi de douze 
zéros.) 

11. La règle abrégée de l'extraction de la racine carrée peut être étendue au cas 
de la racine cubique. 

En effet, la formule N = (a + 6) 5 = a J 3a** -4- 3a6* 6», 

donne N — a 5 m 3a>6 3ab* -r- 

ou, en divisant les deux membres par 3a», 

Or, en supposant que la racine cubique de N doive renfermer (2n -t- 1) 
chiffres, et que a désigne la valeur relative des (n -t- 1) premiers chiffres à droite 
de cette racine, 6 celle des n derniers, on a nécessairement b < 10", et par 
conséquent b 2 < 10»., 6» < 10*". 

D'un autre côté, l'on a a > 10 2 ", d'où a", et à plus forte raison, 3o' > 10« n . 

h* 6 5 
On voit donc t<> que — est une fraction ; 2<> que —y est une autre fraction 
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moindre que et dont la valeur ue peut avoir qu'une très-faible influence sur 

la partie entière du quotient de la division de N — a 5 par 3 a 1 . 

D'où résulte cette règle : quaud on a trouvé plus de la moitié du nombre des 
chiffres d'une racine cubique, il suffit, pour obtenir les chiffres suivants, de diviser 
la différence entre le nombre proposé et le cube de la racine déjà obtenue, prise avec 
sa valeur relative, par le triple carré de cette même racine. Mais nous n'insisterons 
pas sur les applications de cette règle qui n'est guère d'usage. 

DEUXIÈME PARTIE. 

12. Jusqu'ici, nous avons supposé que les nombres donnés étaient exacts, et que 
le résultat cherché devait être obtenu avec un degré d'approximation déterminé 
d'avance, condition qu'il est toujours possible de remplir. Actuellement, nous allons 
supposer que les nombres donnés ne soient eux-mêmes qu'approximatifs; et dans 
celte hypothèse, il s'agit de déterminer à priori le maximum du degré d'approxi- 
mation qu'on peut obtenir pour le résultat des opérations à effectuer. 

La résolution de cette question, telle que nous venons de la poser, est indispen- 
sable dans beaucoup de cas, par exemple lorsqu'on a à opérer sur des logarithmes , 
ces sortes de nombres n'étant exacts, comme nous l'avons expliqué dans leur 
théorie, que jusqu'à un certain ordre de décimales déterminé. 

Commençons par V addition et la soustraction. 

Pour fixer les idées, supposons que, dans une opération analogue à celte de la 
page 322, 2"^ exemple, on ail été conduit à ajouter entre eux 25 logarithmes ou 
compléments de logarithmes (n° 268), et que le résultat de cette opération ait 
donné 6,94268, logarithme auquel il s'agit maintenant de chercher le nombre cor- 
respondant. 

Or, chacun des 25 logarithmes ajoutés, étant ou pouvant être en erreur d'une 
quantité qui est susceptible de s'élever jusqu'à une demi-unité du dernier ordre, il 
s'ensuit qu'on peut avoir à craindre sur la somme totale une erreur susceptible de 
s'élever jusqu'à 12 ou 13 unités du dernier ordre. Ainsi, non-seulement on ne doit 
avoir aucun égard à la différence qui existe entre le logarithme ci-dessus et le 
logarilhme immédiatement inférieur de la table (et cette conséquence aurait encore 
lieu quand bien même la différence tabulaire serait plus grande que 10, voyez 
le N. B. du n« 266, page 320); mais en outre, comme on n'a aucun moyen de 
décider quel est le véritable chiffre des unités du 4"* ordre du nombre cherché, 
on doit se contenter de dire que ce nombre est 8760000 à une dizaine de mille 
près. 

L'exemple précédent suffit pour montrer ce qu'il y aurait à faire dans tous les 
cas semblables ; et nous n'insisterons pas davantage sur ce point. 

13. Avant de passer aux autres opérations de l'arithmétique, nous ferons con- 
naître sur !a multiplication un nouveau principe dont nous aurons occasion de faire 
usage. 

Soient, en général, deux nombres entiers a et b composés l'un de m chiffres, 
l'autre de n chiffres ; appelons P leur produit, et proposons-nous de déterminer le 
combredes chiffres de ce produit. 
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D'abord, puisqu'on a a < 10 m mais > 10 i«-t 

et 6 < 10" mais > 10»-«, 

il en résulte (n<> 112) P, ou ab < 10«-f-« mais > 10«-*-*'; 

ce qui fait voir déjà que le nombre des chiffres du produit P est au plus égal 
à m -t- n, et au moins égal îm + n — 1 . 

Il s'agit maintenant de savoir dans quel cas on aura m n chiffres, et dans quel 
cas on en aura m -t- n — 1 . 

Pour y parvenir, considérons P comme un dividende, et a comme un diviseur ; le 
nombre b qui, par hypothèse, renferme n chiffres, sera le quotient. Or, dans la'di- 
vision de P par a, il peut arriver deux cas : ou les m premiers chiffres à gauche du 
produit P forment un nombre au moins égal à a; ou bien, ils forment un nombre 
plus petit que a. 

Dans le premier cas, comme le premier dividende partiel contient m chiffres, et 
que chaque nouveau chiffre abaissé au dividende doit donner un nouveau chiffre du 
quotient qui est composé de n chiffres, il faut nécessairement que le nombre des 
chiffres du dividende P soit m -f- n — 1 . 

Dans le second, il sera m-4-1 •+- n — 1, oum + n. 

Remarquons d'ailleurs que ce qui vient d'être dit sur a, considéré comme divi- 
seur, aurait également lieu si l'on prenait b pour diviseur. 

Concluons de là que, dans toute multiplication de deux facteurs, l'un de m chif 
fres, l'autre de n chiffres, le nombre total des chiffres du produit eifm+n-1, 
ou m n, suivant que l'un quelconque des facteurs est ou n'est pas contenu dans 
la partie d gauche du produit, prise avec autant de chiffres qu'il y en a dans le 
facteur que l'on compare au produit. 

14. Cela posé, passons à la multiplication; et pour simplifier la question, consi- 
dérons d'abord le cas où l'on aurait à multiplier l'un par l'autre deux nombres 
exprimant des unités entières : il sera facile ensuite d'en déduire le cas de deux 
fractions décimales, puisque leur multiplication se ramène à celle de deux nombres 
entiers par une simple transposition de la virgule. 

Prenons, pour plus de généralité, deux nombres entiers composés, l'un de m 
chiffres, l'autre de n chiffres (m étant > n), et tous les deux fautifs d'une demi- 
unité du premier ordre (en plus ou en moins) (»). 11 est clair, d'après les règles 
ordinaires de la multiplication (*♦), que le produit total peut être en erreur : 

1° De la moitié de tout le multiplicande, et cette erreur est généralement 
exprimée par un nombre m de chiffres; — 2° de la moitié de tout le multiplica- 
teur, et cette erreur est représentée par un nombre n de chiffres; — 3« du pro- 

(•) Pour déterminer les chiffres du produit sur lesquels II ne peut y avoir d'incertitude 
on pourrait multiplier tes nombre* proposés, après les avoir successivement augmentes 
et diminués d'une demi-unité détordre du dernier chiffre à droite, et prendre ensuite les 
chiffres communs aux deux résultats. Hais cette manière d\>pérer serait beaucoup trop * 
longue, et Ton arrive aussi sûrement au même but par une méthode plus slmpîe que nous 
allons exposer. 

(") En appelant a et b les deux nombres donnes, db e, ± f les deux erreurs commise», 
on a (n« 112) 

( a db f ) ( b de I ) = a b =fc a f rfc be ± cf. 
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duil S • ï » ou 7* ( Lcs deux dernières erreurs peuvent être négligées relalivement 

à la première, d'après l'hypothèse m < n.) 

D'où l'on peut conclure que les m derniers chiffres à droite du produit sont ou 
peuvent être fauUfs. 

Ainsi, dans toute multiplication de deux nombres entiers dont le dernier chiffre 
à droite est en erreur d'une demi-unité, le produit peut avoir autant de chiffres 
fautifs à droite, que le nombre le plus grand contient de chiffres. 

L'erreur commise est moindre que^p si l'on a m > n; mais la limite de cette 

erreur est 10"» quand on a m = n. 

15. Lorsque, des deux facteurs donnés, l'un est exact et l'autre est fautif d'une 
demi-unité du premier ordre, le nombre des chiffres fautifs du produit est égal au 
nombre des chiffres du facteur exact, puisque l'erreur commise est, en général, 
estimée par la moitié de ce facteur. 

16. Faisons quelques applications, et soient, pour premier exemple, les deux 
nombres 87564219 et 64337. 

L'erreur commise dans cette multiplication peut être évaluée de la manière sui- 
vante : 

1» 87564219 X ^ = 43782109 ]| 
3» 64337 X \ = 33163 ~ \ = 43814273 J , 

2*3 

nombre composé de huit chiffres. Ainsi, dans le produit total, les chiffres qui suivent 
les centaines de millions doivent être négligés comme étant généralement fautifs; 
et la partie i gauche exprime alors le produit, à moins d'une demi-centaine de mil- 
lions près. 

On doit donc, dans cet exemple, se dispenser de faire la multiplication en entier, 
et se borner à évaluer (note, n* 3) le produit à une unité près de l'ordre des centaines 
de mutions. 

87564219 
72346 • 



625385 
85025 
2626 
175 

60_ 

50327/ 



Le résultat 36327, considéré comme représentant des millions, exprime la valeur 
du produit cherché, à moins d'une demi-centaine de millions près ; ainsi qu'on peut 
s'en assurer en effectuant la multiplication en entier. 

Soit, pour second exemple, à multiplier 32,470563 par 8,70315, chacun de 
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ces nombres étant fautif de moins d'une demi-unité de Tordre du dernier chiffre 
décimal. 

On devrait d'abord (no 89) faire abstraction de la virgule, puis, après avoir effectué 
la multiplication, séparer onxe chiffres décimaux vers la droite. Mais, en vertu de 
ce qui a été dit (note, n° 14) on doit considérer comme fautifs les huit derniers 
chiffres du produit; ainsi, le résultat ne saurait être exact qu'à moins de un demi- 
millième près. La question est donc ramenée à évaluer le produit des deux frac- 
lions décimales à un millième près. 

82,470563 
54 3078 
259 7644 
22 7293 
974 
129 
16 

282 6050 

Le produit est 282,606, à un demi-millième près. 
Soit, pour troisième exemple, à multiplier 

0,0001083 par 0,05856. 

D'abord, le produit doit (no 89) renfermer 7 5, ou 12 chiffres décimaux ; maïs 
comme, en vertu du numéro précédent, les quatre derniers chiffres décimaux sont 
inexacts, il s'ensuit que ce produit pourra être calculé avec huit chiffres décimaux ; 
et le dernier chiffre à droite ne sera en erreur que d'une demi-unité, ou tout au 
plus d'une unité de Tordre de ce chiffre. 

On obtient ainsi par la méthode abrégée (note, n<> 1) 0,00000579 pour la valeur 
du produit demandé. . 

17. Remarque. Le principe établi (note, n<M3)sur le nombre total des chiffrrs 
d'un produit, donne lieu à un nouvel énoncé de la règle relative à la multiplication 
de deux nombres approximatifs. 

Puisque, dans un produit de deux facteurs, l'un de m chiffres, l'autre de n chif- 
fres, le nombre total des chiffres est m -4- n — 1, ou m n, et qne, dans l'hypo- 
thèse où le dernier chiffre de chaque facteur n'est qu'approximatif, le nombre des 
chiffres du produit qui doivent être exclus, comme étant généralement fautifs, est 
(note, n» 14) exprimée par m {m étant au moins égal à n), il s'ensuit nécessairement 
que le nombre de» chiffres du produit sur lesquels on peut compter est (n — 1), 
ou n, suivant que l'un quelconque des facteurs est ou n'est pas contenu dans la 
partie à gauche du. produit, prise avec autant de chiffres qu'il y en a dans le 
facteur que l'on compare au produit. 

Lorsque, des deux facteurs donnés, celui de m chiffres est exact, et que l'autre est 
fautif d'une demi-junité de l'ordre du dernier chiffre a droite, le nombre des chiffres 
du produit sur lesquels on peut compter est encore n — 1 , ou n, puisque celui des 
chiffres fautifs est (note, no 15) représenté par m. 

Ce nouvel énoncé ne peut, en général, servir à priori pour la multiplication; car, 
avant de prononcer si le nombre des chiffres dont on doit tenir compte dans le pre 
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■ luit, est (n — 1) ou n, il faut connaître les premiers chiffres à gauche de ce produit. 
Mais on conçoit qu'il nous sera d'un très-grand secours dans la division où le pro- 
iuit est donné à priori, ainsi que l'un des facteurs. 

18. Dans ta division des nombres approximatifs, on peut faire trois hypo- 
thèses : ou le dividende seul est approximatif, le diviseur étant exact ; on le divi- 
seur seul est approximatif , le dividende étant exact; ou bien enfin, le dividende et 
le diviseur sont tous les deux approximatifs. 

Prehiède hypothèse. — Considérons d'abord deux nombres entiers dont le pre- 
mier seul soit supposé en erreur d'une demi-unité de l'ordre des unités simples ; 
et concevons que le quotient de leur division ait été développé en un nombre indé- 
fini de chiffres décimaux, d'après le procédé connu. 

Appelons m le nombre des chiffres du diviseur, n le nombre des chiffres du quo- 
tient ( à partir du premier chiffre significatif à gauche) sur l'exactitude desquels 
on peut compter, en raison de l'erreur qui se trouve au dividende, et p le nombre 
total des chiffres du dividende qui ont été employés à la détermination des n chif- 
fres du quotient. Ce nombre p peut être décomposé en deux parties p*, p", dont la 
première est le nombre des chiffres du dividende primitif, et la seconde, celui des 
zéros qu'on a été obligé d'écrir* à la droite de ce dividende primitif; en sorte que 
l'on a 

Cela posé , si , du dividende dont le nombre des chiffres est p, l'on retranche le 
reste correspondant au n m< chiffre du quotient (lequel reste ne peut avoir que m 
chiffres au plus), la différence, composée également de p chiffres, est égale au 
produit des m chiffres du diviseur par les n chiffres du quotient ; et l'on a, en vertu 
du principe établi, note, n» 13, • 

p'-*-p"=m-+-n— 1,our/ +p" = m + n, 

suivant que les m chiffres du diviseur sont ou ne sont pas contenus dans les m pre- 
miers chiffres à gauche du dividende. 

Or, puisque le diviseur est supposé un facteur exact, il s'ensuit (no 15) que le 
nombre total des chiffres fautifs du produit du diviseur par le quotient, est exprimé 
par m. D'ailleurs, il est aussi représenté parp",~t- 1, puisquo, par hypothèse, le 
dernier chiffre du dividende primitif est inexact, et que les chiffres suivants, en 
nombre p", sont eux-mêmes inexacts. On a donc m = p" -f- 1 ; ce qui donne par 
la substitution de cette valeur de m dans les deux relations précédentes, 

p' = 1 n — 1 — n, d'où n = r/, 
ou bien & = 1 ■+• n, d'où n = p' — 1 . 

Concluons de là que le nombre des chiffres du quotient sur lesquels on peut 
compter, est égal au nom're des chiffres du dividende proposé, ou à ce nombre 
■oins un, suivant que le déviseur est ou n'est pas contenu dans les m premiers 
chiffres du dividende (à partir du premier chiffre significatif à gauche). 

19. Développons cette règle sur des exemples. 

Soit, en premier lieu, à diviser 3745687 par 5638; le diviseur étant exact, et le 
dernier chiffre à droite du dividende étant ou pouvant être en erreur d'une 
demi-unité. 
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Comme le diviseur n'est pas contenu dans les quatre premiers chiffres à gauche 
du dividende, et que celui-ci renferme sept chiffres, il s'ensuit que, dans l'opéra- 
tion , l'on pourra tenir compte des six premiers chiffres à gauche du quotient. 
D'ailleurs, il est évident que la partie entière de ce quotient doit renfermer Iroi* 
chiffre*. Donc le quotient peut être calculé à 0,001 près. 

8745687 I 8688 

86288 I 664,864 

24607 
20550 
86860 
25820 
2768 

Le quotient cherché est 664,364 à moins d'un demi-millième près. 
On voit, en effet, que le dernier chiffre du dividende proposé étant fautif d'uns 
demi-unité simple, et le diviseur étant plus grand que 1000, l'erreur commise est 
0,001 

moindre que 



Il y a plus : comme le double de 5638 surpasse 10000, on pourrait pousser l'opé- 
ration jusqu'aux 10000«*«; et l'on aurait la valeur du quotient à moins d'un dix- 
miUième près. Mais cette circonstance n'est qu'accidentelle , et l'on ne doit jamais 
compter que sur les chiffres donnés par la règle précédente. 

Soit, pour nouvel exemple, à diviser 873 par 3765847. 

Puisque le dividende a trois chiffres , et que le diviseur, qui en a sept , est con- 
tenu dans 8750000, il s'ensuit que le nombre des chiffres du quotient dont il est 
permis de tenir compte, est trois. D'un autre coté, comme on doit, pour commen- 
cer la division , écrire quatre zéros à la droite du dividende, il faut que le chiffre 
des unités et les trois premiers chiffres décimaux soient des zéros. Le dernier chif- 
fre à droite exprime donc des millionièmes. 

Le diviseur étant d'ailleurs composé d'un assez grand nombre de chiffres , il y a 
lieu d'appliquer ici la méthode abrégée de la division (note, n« 7). 

On trouve ainsi pour résolut 0,000933 à un demi-millionième près. 

Prenons , pour troisième exemple f 37,5 à diviser par 0,9983. Le dividende ayant 
frotf chiffres, et le diviseur, abstraction faite de la virgule, étant contenu dans les 
quatre premiers chiffres du dividende , il s'ensuit que l'on pourra tenir compte de 
trois chiffres au quotient. D'un autre côté, comme la division des deux nombres 
proposés revient à celle de 375000 par 3983, qui donne trois chiffres pour la partie 
entière du quotient , il en résulte que le quotient demandé ne peut être obtenu an 
plus, qu'à moins d'une demi-unité près. 

En divisant 375000 par 9983, on obtient 196 pour résultat ; et il .n'est pas permit 
de pousser plus loin l'opération. 

N. B. Dans cet exemple, comme l'opération a été ramenée à la division de 
375000 par 9983, et que le diviseur surpasse 1000, on pourrait croire que l'erreur 
commise au quotient doit être moindre que 0,001. Mais observons que, pour rame- 
ner ta dtvUion 1 cet état , il a fallu multiplier 37,5 par 1000, ou 375 par 1000; 
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donc Terreur du dernier chiffre 5 a été elle-même multipliée par 1000 ; et l'on peut 
seulement affirmer que Terreur commise au quotient est moindre que la moitié 
de 0,001 X 1000, ou moindre qu'une demi-unité de l'ordre des entiers. 

30. Seconde hypothèse.- Soient A et a deux nombres entiers à diviser l'un par 
l'autre, m le nombre des chiffres du diviseur a, dont le dernier à droite peut être 
fautif d'une demi-unité (en plus ou en moin» ). Proposons-nous d'abord de déter- 
miner une limite de l'erreur commise quand on calcule avec un certain nombre de 
chiffres le quotient q. 

On a évidemment q ou — -,raais > — — ^où, en désignant par e 

a a H — 

2 2 

l'erreur commise quand on prend soit — ^-y, soit — ^-y pour la valeur de q, 

«__ a+ _ 

expression que l'on peut mettre sous la forme 

_A 

a 



•< — r «.<_ï_. 

a — -r a — - 

4 a 4a 

Ce résultat démontre que l'erreur n'influera pas d'une unité sur le dernier chiffre 
du quotient , tant que l'on, aura 9 <^a. Or, pour que cela soit , il faut premièrement 
que le quotient cherché ne renferme pas plus de m chiffres; en second lieu, le 
plus grand nombre de chiffres que l'on puisse placer au quotient de manière à 
satisfaire à cette condition sera m ou (m— 1 ) , suivant que les m premiers chiffres 
de ce quotient formeront un nombre plus petit ou plus grand que les m chiffres du 
diviseur. 

Concluons de là généralement que , toutes les fois que le diviseur est approxima- 
tif, le dividende étant exact, ie nombre des chiffresdu quotient sur lesquels on peut 
compter est égal au nombre des chiffres du diviseur, ou à ce nombre «oins oh, 
suivant que les m chiffres obtenus au quotient forment un nombre plus petit ou 
plus grand que le diviseur. 

Appliquons cette règle i quelques exemples. Soit, pour premier exemple, à divi- 
ser 547 par 8769. 

Comme le premier chiffre à gauche du quotient doit être un 6 , il s'ensuit néces- 
sairement que les quatre premiers formeront un nombre moindre que le diviseur. 
Ainsi, d'après la règle précédente, on peut calculer le quotient avec quatre 
chiffres. D'ailleurs, la réduction de ce quotient en décimales ne donne ni unités 
simples, ni dixièmes; donc il peut être évalué avec cinq chiffres décimaux , et l'on 
obtient 0,06237, ou plutôt 0,06588 (parce que le chiffre suivant serait un 8) pour 
le quotient, à moins d'un demi-cent-miUième près. 

Soit„fMmr deuxième exemple, 547 à diviser par 1548. Ici, le premier chiffre i 

ARITHMÉTIQUE. 23 
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gauche du quotient doit être un 3, ce qui prouve que les quatre premiers chiffres 
du quotient formeraient un nombre supérieur au diviseur; donc, d'après la règle 
précédente, on ne doit tenir compte que de trois chiffres. D'ailleurs, la partie en- 
tière de ce quotient réduit en décimales est un 0. Ainsi Ton peut obtenir sa valeur 
a moins de 0,001 près; et l'on trouve 0,553 pour le résultat demandé. 

Considérons actuellement deux fractions décimales ; et soit, pour troisième exem- 
ple, 23,479 à diviser par 534,7896. 

Comme le diviseur a sept chiffres, et que le premier chiffre à gauche du quotient 
sera un 4, il s'ensuit que le quotient peut avoir sept chiffres (à partir du premier 
chiffre significatif à gauche) sur lesquels on peut compter. D'un autre côté, puisqu'il 
faut évidemment écrire trois zéros pour commencer la division , ce qui prouve que 
le chiffre des unités et celui des dixièmes sont des zéros , il en résulte nécessaire- 
ment que le quotient aura huit chiffres décimaux. Ainsi , dans cet exemple , on 
pourra se proposer d'évaluer le quotient à moins de 0,00000001 près. 

En effet, si, en conservant le même dividende 93,479, on prend successivement 
pour diviseurs les nombres 

534,78955, 534,7896, 534,78965 , 

et qu'on applique la méthode abrégée du n» 7, on trouvera, pour résultat* res- 
pectifs, x 

0,0M40812,&, . . . 0,044408110, . . . 0,44408115; 

ce qui prouve que 0,04440812 est la valeur du quotient à moins d'un demi-cent- 
millionième près. 

21 . Tboisièmb et dernière hypothèss. — Enfin , si le dividende et le diviseur sont 
fautifs dans leur dernier chiffre à droite, le nombre des chiffres du quotient sur 
lesquels il est permis de compter, est égal au plus petit des deux nombres que 
fournissent les règles relatives aux deux premières hypothèses. 

Proposons-nous, pour premier exemple, de diviser 356,3749 par 2,47936. 

La règle du n» 18 donuerait sept chiffres; mais celle du n» 20 en donne six 
(puisque le premier chiffre à gauche du quotient est 1); donc le nombre des chiffres 
du quotient sur lesquels il est permis de compter est six. D'un autre coté, la partie 
entière du quotient doit renfermer trots chiffres ; ainsi on ne peut évaluer ce quo- 
tient qu'à moins d'un millième près. 

La division étant effectuée, on obtient pour résultat 143,736. 

Soit, pour second exemple, à diviser le logarithme de 15 par le logarithme de 7. 

On trouve dans les tables de logarithmes 

log 15 = 1,17609 et log 7 = 0,84510. 

(Ces deux logarithmes sont exacts à moins d'une demi-unité près de Tordre du 
5* chiffre décimal.) 

Or, l'application de chacune des deux règles à cet exemple, donne également 
cinq i our le nombre des chiffres du quotient sur lesquels on peut compter. D'ail- 
leurs, la partie entière doit évidemment avoir un seul chiffre significatif; donc ce 
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quotient peut être obtenu à moins d'un dix-millième près, et l'on trouve 



î 06 -^ = TïtS = '. 3 ' J1C 
log. 7 84510 

N. B. — Cette dernière question sert de base, en Algèbre, à la résolution des 
équations exponentielles. ( y oyez d'ailleurs le n» 277 de V Arithmétique. ) 

22. il nous reste encore à traiter de V extraction de la racine carrée des nom- 
bres approximatifs. 

Considérons d'abord un nombre entier quelconque A, dont le dernier chiffre à 
droite soit en erreur d'une demi-unité; et concevons que sa racine carré* ait été 
développée en un nombre indéfini de chiffres décimaux d'après le procédé connu. 
Appelons n le nombre des chiffres de cette racine sur lesquels on peut compter, et 
p le nombre total des chiffres du carré employés à la détermination des n chiffres 
de la racine. Il peut se présenter deux cas : — Ou le nombre des chiffres de A est 
impair, ou bien il est pair. 

Dans le premier cas, comme il résulte de la nature même du procédé de la ra- 
cine carrée d'un nombre entier, que les n premiers chiffres à gauche, de la racine, 
forment un nombre moindre que les n premiers chiffres à gauche, du carré, on a 
nécessairement (no 13) 

p = 2n — l = n-*-n — 1, 

ou, en désignant par p' le nombre ^des chiffres de A, par p" le nombre des zéros 
écrits à la droite de A pour la détermination des n premiers chiffres de la racine, 

p' -<-p"= n-*- n — 1. 

Observons maintenant que, dans la multiplication de la racine par elle-même 
(le dernier chiffre étant supposé fautif d'une demi-unité), le produit renferme 
(n<> 14) n chiffres inexacts. D'un autre côté, le nombre des chiffres inexacts de ce 
même produit est exprimé parp"-+- 1 , puisque le dernier chiffre de A est inexact, 
et qu'il en est de même des p" zéros écrits à la droite de A ; ainsi l'on a 
n = p" 1 ; et l'égalité précédente devient 

p' -f-p" as p" 1 -4- n - 1 ; d'où n = p'. 

Dans le second cas, comme les n premiers chiffres à gauche, delà racine, for- 
ment au contraire un nombre plus grand que les n premiers chiffres à gauche, du 
carré, on a entre p et n la relation 

p = 2n = n -+- n, 

ou, remplaçant comme ci-dessus p par p" -4- p", et observant que le nombre des 
chiffres inexacts du carré de la racine est également exprimé par n et par p" ■+■ 1 , 

p'H-p" = p"-*-l -t-n; d'oùn = p' —1. 

Donc, règle générale : Le nombre de» chiffres sur lesquels on peut compter 
dans le dévelovvement de\/~K en décimales, est égal ou nombre des chiffres de A, 

23* 
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ouàce nombre moins un, suivant que A renfertneun nombre iipaib ou un nombre 
paib de chiffres. 

23. iV. 5. _ La règle précédente ne souffre aucune restriction tant que le 
nombre de chiffrés de A est impair. Mais si ce nombre est pair, elle est suscepti- 
ble d'une modification fort importante. 

Pour le reconnaître, augmentons et diminuons successivement A d'une demi- 
unité de l'ordre du dernier chiffre à droite ; et pr oposons -n ous d'évaluer la diffé- 
rence & qui existe entre ^/ A -4--i et A — 1. 

On a, d'après les règles de l'algèbre, 

A = y/TTÏ - y/ a - 1 = ^ + k , 

K étant une très-petite fraction que l'on peut négliger vis-à-vis de g 

1 

Ainsi, la différence A est réellement représentée par l'expression 

Ceci démontre que, si l'on réduisait y/ A "*-| el ^/ A "~ 2 eD dé " 
cimales d'après le procédé connu, les deux expressions résultantes auraient une partie 
commune telle que l'unité du dernier chiffre consécutif de cette partie serait 
1 

moindre que _ • 
* v A 

Cela posé, soit d'abord A composé d'un nombre impair de chiffres exprimé 
par 2 p-*- 1 ; ce qui suppose p tranches de deux chiffres (dont la première 
à gauche n'en renferme qu'un). On pourra, après avoir calculé les p pre- 
miers chiffres de la racine, d'après le procédé ordinaire, déterminer les p chiffres 
suivants, soit par ce même procédé, soit par la méthode abrégée du no 8 ; et 1 er- 
reur commise étant moindre que ^-i—, n'influera P as d'une unité sur le chiffredu 

rang 2 p -f- 1 . Ainsi, dans ce cas, on pourra compter sur 2 p -f- 1 chiffre». 
Maintenant, si A renferme un nombre pair de chiffres 9 p, on sera sûr de 

1 

des p chiffres suivants que donne la méthode abrégée si l'on a % y ~ 



moindre que — ; et cela a lieu quand le premier chiffre à gauche de \/ A est 

égal ou supérieur à 5. Or, cette dernière circonstance se rencontre, ainsi qu il est 
aisé de le reconnaître, toutes les fois que la première tranche à gauche, du nom- 
bre proposé, est 25 ou supérieure à 25. 

Concluons de là que, dans le cas où le nombre des chiffres de A est pair, le nom- 
bre de$ chiffre» sur lesquels on peut compter est égal au nombre des chiffres de A, 
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ou à ce nombre noms uif, suivant que la première tranche d gauche est égale ou 
supérieure à 25, ou bien, est moindre que 25. 

24. Premier exemple. Soit à extraire la racine cari ée du nombre 57806. 

Comme ce nombre a cinq chiffres, il s'ensuit que sa racine carrée peut être cal- 
culée avec cinq chiffres; et puisque la partie entière doit en renfermer trois, celle 
racine peut être obtenue d moins d'un centième près. On trouve ainsi pour résul- 
tat 240,42 ou plutôt 240,43, parce que le chiffre suivant serait un 8. 

Deuxième exemple. On demande la racine carrée du nombre 75854986. 

Ce nombre ayant huit chiffres, dont les deux premiers à gauche surpassent 25, 
il s'ensuit (n° 23) qu'on peut calculer huit chiffres a la racine ; et comme la partie 
entière doit en renfermer quatre, la racine peut être obtenue d moins d'un dix- 
millième près. 

Ou obtient ainsi 8593,8924 pour la racine demandée. 

Considérons actuellement des fractions décimales. 

Troisième et quatrième exemple. — Soit à évaluer l/8,25t>479 et {/ 23,567846*! 

ïlfaut d'abord, en vertu de la règle établie no 186, faire abstraction de la vir- 
gule , puis , après avoir obtenu la racine , diviser chacun des deux résultats 
par 1000. 

Or, dans la recherche des racines carrées de 8256479 et de 23567846, l'applica- 
tion de la règle n° 23 donne sept pour le nombre des chiffres dont il est permis de 
tenir compte. D'ailleurs, la partie entière de la racine carrée de chacun des nom- 
bres proposés ne doit avoir qu'un seul chiffre. Ainsi les racines peuvent être obte- 
nues chacune avec six chiffres décimaux. 

On obtient ainsi l/s,256479 = 2,873409 ; 

et 1/23,567846= 4,854673. 

Cinquième et sixième exemple. - Soit à évaluer i/6,73543 et i/47,37596. 

On doit d'abord , conformément à la règle du n° 186 , rendre le nombre des 
chiffres décimaux pair en plaçant un zéro à la droite de chacun de ces nombres, 
puis, après avoir fait abstraction de la virgule, et extrait les racines carrées des 
deux nombres résultants, 6755430 et 47375960, diviser ces racines par 1000. 

Or, dans la recherche de la racine de 6735430, comme la première tranche à 
gauche de ce dernier nombre n'a qu'un seul chiffre, il faut appliquer la première 
partie de la règle n° 22 , en ne tenant pas compte toutefois du dernier chiffre à 
droite, qui est tout à fait inexact; et le nombre de chiffres dont il est permis de 
tenir compte à la racine est six. D'ailleurs, la partie entière de la racine carrée du 
nombre proposé ne doit avoir qu'un seul chiffre. Donc enfin, la racine demandée 
peut être calculée avec cinq chiffres décimaux* et l'on a 

1/6,73543 = 2,59527. 

De même, comme dans la recherche de la racine de 47375960, la première 
(i anche à gauche de ce dernier nombre est composée de deux chiffres, il faut ap- 
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pliquer la règle du n° 23, en n'ayant aucun égard au dernier chiffre à droite, qui 
est tout à fait inexact ; et le nombre des chiffres dont il est permis de tenir compte 
à la racine est sept ( puisque la première trauche à gauche surpasse 25 ). D'ail- 
leurs, la partie entière de la racine du nombre proposé ne peut avoir qu'un seul 
chiffre. Ainsi, cette racine peut être calculée avec six chiffres décimaux ; et l'on a 

|/47,37596 = 6,883020. 

N. B. — On peut vérifier aisément l'exactitude des résultats obtenus dans les 
exemples précédents, en augmentant et diminuant d'une demi-unité le dernier 
chiffre de chacun des nombres, puis opérant successivement sur chacun des nou- 
veaux nombres. 

25. Remarques. — 1» De l'analyse des quatre derniers exemples il résulte une 
conséquence fort importante, c'est que, toutes les fois que la partie entière d'un 
nombre fractionnaire décimal , dont on demande la racine carrée, est composée 
d'un ou de deux chiffres seulement, le nombre total des chiffres décimaux dont il 
est permis de tenir compte à la racine, est au moins égal au nombre des chiffres 
décimaux que renferme la fraction proposée. 

2° Quand la partie entière du nombre proposé renferme plus de deux chiffres; 
le nombre des chiffres décimaux dont il est permis de tenir compte à la racine , 
surpasse toujours celui des chiffres décimaux que contient le nombre proposé. 

Soient n le nombre des tranches de deux chiffres que reuferme la partie en- 
tière du nombre proposé (la dernière tranche à gauche pouvant n'avoir qu'un seul 
chiffre), et p le nombre des chiffres décimaux contenus dans le nombre proposé. 
Le nombre total des chiffres décimaux dont il est permis de tenir compte est ex- 
primé généralement par n — 1 ■+■ p. 

(Ce nombre est n p quand la première tranche à gauche est de deux chiffres 
et surpasse 25.) 

3° Lorsque au contraire, il s'agit d'une fraction décimale proprement dite, le 
nombre des chiffres décimaux dont il est permis de teoir compte à la racine peur 
être moindre que le nombre des chiffres décimaux de la fraction proposée; et cela 
a lieu quand les chiffres qui suivent immédiatement la virgule sont des zéros , ou 
bien quand, le nombre des chiffres décimaux étant pair, la première tranche a 
gauche est inférieure à 25. 

Dans tout autre cas , te nombre des chiffres décimaux est le même que celui du 
nombre proposé. 

26. C'est sur celte dernière remarque que sont fondés les calculs relatifs à la dé- 
termination du rapport de la circonférence au diamètre ; et pour ne rien laisser à 
désirer sur la théorie des approximations numériques, nous terminerons par le dé- 
veloppement de la méthode des polygones réguliers isopérimètres. Cette méthode, 
qui se trouve exposée dans la Géométrie de M. Vincent, résume, en quelque sorte, 
tous les principes établis dans la note précédente. 

Soient R, r le rayon et l'apothème du carré dont le côté est égal à 1 ; R', r*, le 
rayon et l'apothème de l'octogone régulier isopérimètre avec le carré ; R", r", le 
rayon et l'apothème du poiygonc régulier de seize côtés, isopérimètre avec Ion 
deux précédents ; et ainsi de suite. 
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SUR LES APPROXIMATIONS NUMÉRIQUES. S63 
On a, d'après la méthode précitée, les formules 



f=^±^, R' = l/Rr'. 



1 1 

Cela posé, puisque 1 est le coté du carré, ~V 2 et - sont les valeurs de R et 
de r. Ainsi, l'on a 

R=| 1/2= 0,707106781 (|/ 2 = 1,414215502, note, n«> 8), 
•r=4 =0,5; 
ce qui donne r* =^-^= 0,603553390. 

R' = 1/^= |/0,707106781 X 0,603553390. 

Pour effectuer ce dernier calcul, observons que chacun des deux facteurs sous 
le radical étant exact à moins d'une demi-unité de l'ordre du dernier chiffre à 
droite, le produit correspondant peut être lui-même (n« 14) évalué à moins d'une 
unité de l'ordre de ce dernier chiffre, d'après la méthode abrégée du u° 2. Aiusi , 
l'on obtient d'abord 



R' = 1/0,426776695. 

Maintenant, puisque le nombre dont il s'agit d'extraire la racine carrée est une 
fraction décimale dont la première tranche à gauche surpasse 25 , il s'ensuit 
(note, n« 23) que cette racine peut être obtenue avec neuf chiffres décimaux; et 
en appliquant la méthode ordinaire pour la détermiuation des cinq premiers 
chiffres, puis la méthode abrégée du no 8 pour les quatre suivants, on trouve 

R' as 0,653281482. 

Passons à la détermination de R" et de r". On a 

^*±SL- 0,«03553390 f 0,653281482 = , 
2 ~ 2 



et R"=j/R 7 r 77 = ^0,05328 1482 X 0,028417436, 

et eu opérant sur cette expression comme sur celle de R', on trouve 

R" = 0,640728862. 



Et ainsi de suilc 



564 NOTE 
Voici d'ailleurs le tableau des opérations poussées jusqu'aux 

Côté du carré égal à t. 



rayons R"» elr*»» : 



r 

r* 
R' 



2 
a 

R 



2 

l/K.r' 
R'H-r' 



R" = l/R'. r" 
R'' -+- r" 



/// 



R'" = |/R". r"' 
R'"^-r"' 



R 1 * 
R T 



l/R'".^ 




R*« =r |/r* . r*« 
R Y1 -+- r v « 



r TlH = 



>VIII 



R'* =|/R VI, «.r ,ï 
R* = 




1 ~ 2 

R" = |/ kTT 11 " 



= 0,707106781 
=r 0,500000000 

a 0,603553390 
= 0,653381482 

= 0,628417436 
= 0,640728862 

= 0,634573149 
= 0,637643577 

= 0,636108363 
= 0,636875507 

= 0,636491935 
= 0,636683693 

= 0,636587813 
ms 0,636635751 

= 0,636611782 
= 0,636623766 

= 0,636617774 
= 0,636620770 

= 0,636619272 
= 0,636620021 

= 0,636619646 
= 0,636619833 

= 0,636619739 
= 0,636619786 



1,207106781, 



1,266834872, 



1,269146298 , 



1,273316726, 



1,372983870, 



1,273175637, 



1,273223564, 



1,373235548, 



1,273238541, 



1,273239293, 



1,273239179, 



1,273239535, 
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».*•» — " = u,w»ooiîMoa | 



- R -*- r = 0,636619768 

2 > 1,273239536, 

^/ R x. r „. = 0,636619774 



r «... _ R'" ± r'" = 0,636619768 

_2 ) 1,273239539. 

R«m = i/k*'*. r*'" = 9,636619771 

Il résulte de l'inspection des râleurs de r* 1 " et de R*» 1 que, si l'on néglige le der- 
nier chiffre à droite dans chacune d'elles, on a 0,63661977 pour la valeur de cha- 
que rayon, à moins d'une demi-unité de Tordre du dernier chiffre à droite. 

Divisant maintenant le périmètre constant 4 par le nombre approximatif 
0,63661977, et appliquant la règle du n<> 20, on trouve 6,2831853 pour le rapport 
de la circonférence au rayon, à moins de 0,0000001 près, ou bien 

3,1415926 

pour le rapport de la circonférence au diamètre. 

N. B. Il est à remarquer que , pour obtenir ce rapport à moins d'une unité 
d'un ordre décimal déterminé, il est nécessaire, en suivant la marche précédente, 
de calculer d'abord les rayons avec deux chiffres décimaux de plus qu'on ne veut 
en avoir au résultat. On pousse les opérations jusqu'à ce que les deux rayons ne 
diffèrent l'un de l'autre que d'une quantité moindre que la moitié de l'unité de 
l'ordre de l'avant-dernier chiffre à droite. On néglige alors le dernier chiffre : puis 
on divise le périmètre constant parla valeur de l'un des rayons, abstraction faite 
de ce dernier chiffre, et en renforçant, s'il y a lieu, Pavant-dernier. 
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